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本 书 是 以 作者 多 年 来 为 浙江 大 学 数学 系 偏 微分 方程 方向 研究 生 开 设 的 《 非 线 性 波 
动 方程 》 课 程 的 讲稿 为 基础 , 参考 国内 外 一 些 辣 类 型 的 教材 、 专 著 , 经 过 反复 讨论 、 多 
次 修改 补充 编写 而 成 . 可 以 作为 综合 性 大 学 或 师范 院 校 数学 系 偏 微分 方程 或 其 他 专业 
的 研究 生 和 青年 学 者 作 研究 入 门人 参考 书 或 教材 。 相信 在 阅读 完 本 书 的 大 部 分 内 容 之 后 
即 可 进入 现代 偏 微分 方程 分 析 的 研究 领域 . 

本 书 的 主要 内 容 是 介绍 非 线 性 波动 方程 的 局 部 或 整体 适 定 性 理论 、 研 究 方 法 ， 以 
及 解 的 破裂 性 质 等 . 第 一 章 , 介绍 了 一 些 可 用 变 分 方法 导出 的 方程 与 方法 , 讨论 了 方程 
中 的 一 些 重 要 的 不 变 特 征 及 其 作用 ， 以 及 定 解 问题 的 提 法 与 研究 解 的 存在 性 问题 的 常 
用 方法 等 . 第 二 章 回顾 和 介绍 了 研究 偏 微 分 方程 理论 所 震 的 现代 分 析 或 调和 分 析 基 础 ， 
其 中 包括 可 积 空 间 、 可 微 空间 、Sobolev 空间 以 及 它们 之 间 的 一 些 重 要 的 定性 性 质 和 
定 基 关系 .最 大 函数 及 其 应 用 , 局 部 化 方法 与 不 确定 性 原理 , 稳定 位 相 法 , Gagliardo- 
Nirenberg FÆR, Moser 型 估计 等 一 些 常 用 的 非 线 性 估计 ，Fourier 限制 定理 及 其 
种 证 明 方 法 等 . 第 三 章 主要 介绍 线性 波动 方程 解 的 表示 , METE Sobolev 框架 下 的 存在 唯 
一 性 , 能 量 不 等 式 ,衰减 估计 , Strichartz 估计 , 双 线 性 估计 以 及 波 -Sobolev 空间 及 其 
估计 等 . 第 四 章 主要 介绍 非 线 性 波动 方程 的 局 部 适 定性 理论 , 其 中 包括 Sobolev 框架 、 
可 微 函 数 空间 框架 下 的 局 部 解 以 及 满足 零 条 件 方程 的 局 部 解 理论 等 . 第 五 章 介 绍 了 一 
些 典 型 波动 方程 经 典 解 的 破裂 与 奇 性 的 形成 以 及 生命 区 间 的 刻画 等 例子 . 第 六 章 主要 
讨论 了 小 振幅 初 值 解 的 整体 存在 性 问题 . 首先 用 连续 性 方法 证 明了 高 维 拟 线性 波动 方 
程 的 整体 解 的 存在 性 , 零 条 件 以 及 低 维 情形 的 整体 解 . 然后 给 出 非 线 性 Klein-Gordon 
方程 的 整体 解 常用 研究 方法 . 最 后 ,讨论 了 半 线 性 情形 的 波动 方程 ， 以 及 它们 的 低 正 
则 解 等 . 第 七 章 讨论 一 些 大 振幅 初 值 的 半 线 性 波动 方程 的 整体 适 定性 问题 以 及 研究 方 
法 , 其 中 包括 具有 整体 Lipschitz 非 线性 项 的 波动 方程 的 整体 解 ; 半 线 性 波动 方程 的 有 
限 能 量 弱 解 、 经 典 解 以 及 三 个 空间 变 基 情形 的 低 正 则 解 等 

本 书 的 编著 得 到 了 许多 教师 及 作者 的 一 些 研究 生 的 大 力 支 持 ， 他 (她 ) 们 对 本 书 
的 原稿 提 过 不 少 有 价值 的 建议 . 内 容 的 取材 参考 了 目前 国内 外 同类 型 的 教材 与 著作 . 
部 分 分 析 基 础 的 内 容 来 白 于 作者 所 记 的 S. Klainerman 于 1998 年 在 法 国 巴 黎 高 师 开 
设 的 相应 课程 的 笔记 , 也 含有 作者 所 带 团 队 的 部 分 研究 成 果 . 在 此 向 这 些 作者 、 授 课 者 
以 及 未 曾 提 及 的 作者 深 表 感 谢 ! 本 书 的 出 版 得 到 了 数学 系 应 用 数学 重点 学 科 在 经 费 上 
的 支持 ， 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 由 于 受 时 间 和 水 平 的 限制 ， 书 中 一 定 存在 不 少 缺点 和 
错误 , 奶 切 希望 读者 提出 批评 和 指正 ， 
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81.1 引言 


我 们 知道 在 几何 、 物 理 中 都 有 大 基 的 偏 微分 方程 ,如 Laplace 方程 ， Dirac F 
fe, Hodge 系统 ,调和 映照 方程 , Yang-Mills 方程 ,Ginsburg-Landanl 方程 , 极 小 曲 
面 方程 , Einstein 度量 方程 , 热流 , Ricci 流 , 波动 方程 , Klein-Glordon 方程 , Maxwell 
H, WR, Schrödinger 7, KdV 方程 ， 守 恒 律 方程 组 ，Navier-Stokes 方程 
组 , Euler 方程 组 ，Boltzman 方程 等 . 几何 中 研究 方程 的 目的 是 通过 对 它们 的 研究 来 
寻找 具有 最 优 几何 性 质 的 对 象 ; 物理 中 人 们 试图 通过 对 它们 的 研究 来 解释 和 预测 一 些 
物理 现象 或 认识 物质 运动 的 本 质 . 这 些 模型 方程 的 导出 往往 在 适当 的 假设 条 件 下 , A 
用 物质 运动 所 服从 的 规律 、 对 称 、Lagrangian 变 分 原理 等 , 或 对 一 些 几何 或 数学 物理 
中 的 基本 方程 (组 ) 通过 取 极 限 或 作 一 些 更 进一步 的 假设 、 简 化 得 到 . 

不 同 的 方程 之 间 可 能 存在 着 某 种 形式 的 或 本 质 的 内 在 联系 ,例如 我 们 考虑 n+l 
维 波动 方程 4 OPu 一 Au = 0, 其 中 c 是 光速 , 包含 光速 c 的 方程 称 为 是 相对 论 的 . 在 
一 定 的 光滑 性 假设 下 ,如 果 我 们 作 变 换 


u(t, £1, vot En, En+1) = encen u(t, Zitu Tn), 


v 就 成 为 n 维 Klein-Gordon 方程 4070 — Av + @So=0 的 解 ， 其 中 的 质量 m > 
0, A> 0 是 Planck 常数 . 又 如 果 作 变换 v = e_itme w, 我 们 可 以 得 


h hoo 
iw + Im AY = zma w. 


这 样 这 个 相对 论 Klein-Gordon 方程 的 非 相对 论 极限 c 一 co 收敛 于 Schrödinger 7 
fe. 如 果 我 们 令 波 动 方程 中 的 常数 c = 1, 就 可 以 说 明 n+ 1 维 波动 方程 的 解 4 与 n 
维 Schrödinger 方程 10;w + 5 Aw = 0 的 解 w 之 间 存 在 着 联系 ult, £1, ,Zn+1) = 
oe eten+ yy (Bath | gy, … En). 又 如 2 维 的 Zakharov 系统 


iu + Au = nu 
4an — An = Afu]? 


HS c 一 co 就 会 导致 非 线性 Schrödinger 方程 
iu 十 Au = —|ul?u. 
另外 ，Maxwell 方程 
ðE = V; x B; OB= -Vx E; divE = divB = 0; 


‘2. 非 线性 波动 方程 


和 Yang-Mills 方程 
OF =0 Og Fey + O¢F ya + ôy Fag = 0 


之 间 ， 其 中 电场 强度 E 和 磁场 强度 B: RIP 一 R 是 实 值 向 量 场 , F: RM 一 
AR 是 实 值 的 反 称 2 形式 , 这 里 的 RH 是 赋予 度 基 dg? = cPdt?—daj—de3—dz} 
的 Minkovski 空间 ; Dirac 方程 
iy? Oqu + T u =0 
与 Klein-Gordon 方程 之 间 均 存在 着 联系 , 其 中 70,…… 7? 是 作用 在 4 维 复 向 量 空间 
V 上 的 矩阵 , 满足 7% 7? + 89% = 29° idy, 这 里 的 9°? 是 上 面 给 出 的 Minkovski 度 
H. 
我 们 将 主要 讨论 非 线 性 波动 方程 (NLW) 如 ; 


Onu — Au + f(u) = 0, 


但 在 引入 的 过 程 中 我 们 也 关心 男 一 些 色散 型 方程 的 特征 ， 如 非 线 性 Schrödinger 方程 
(NLS) 
iu, + Au + f(u) =0 

等 。 

方程 中 的 非 线性 项 的 影响 是 复杂 的 . 如 f(u) = uP, 4 u KET, 起 到 放大 ww 的 作 
Al, 当 4 小 时 , 可 以 忽略 . 它 能 使 一 个 解 在 有 限时 间 破 裂 (blow up), 也 能 产生 孤 波 或 
WOR (如 果 包 含 u 的 导数 ). 这 样 , 非 线性 项 可 以 直接 影响 解 的 大 小 . 有 时 非 线 性 项 的 
符号 也 可 以 造成 解 的 存在 性 与 破裂 之 间 的 差异 . 如 我 们 考虑 两 个 常 微分 方程 


V+V3=0 和 Wa-W°=0. 


第 一 个 方程 的 解 满足 VP + 4/2 = B= 常数 , 即 所 有 解 均 在 相 空间 中 的 一 个 闭 曲线 
上 ， 对 所 有 时 间 都 成 立 。 对 第 二 个 方程 , 我 人 有 W - W472 = 已 = 常数 . 因此 对 于 
AE E > 0 和 W(0) = Wo 的 解 满足 


w 1 ， 1 
t= (E+ 585°) 3ds. 
Wo 2 


如 果 Wi(0) > 0, E T BER Wo > 0 ~ œ 的 积分 , W4 t— T Eit, W(t) 一 co。 
前 一 个 方程 可 以 解释 为 是 焦 散 型 的 ， 而 第 二 个 是 焦 聚 型 的 ,使 得 其 解 产 生 破 裂 . 注意 
到 这 样 的 常 微分 方程 可 以 看 成 是 零 维 的 波动 方程 , 因此 对 于 波动 方程 也 必 有 类 似 的 情 
形 . 事实 上 , 如 果 我 们 考虑 f(u) = uju tu 时 (u € {-1,0,1}), 波动 方程 的 分 离 变 
量 形式 解 u =e! Su(t), 其 中 u(t) 满足 


Ov = —(\g|? + ulo Jw. 


我 们 知道 对 于 线性 情形 u= 0, 这 个 方程 的 解 依照 时 间 振 葛 因 子 etit 演化 ; 而 对 于 
相应 于 焦 散 的 性 = 1 AG, 非 线性 所 起 的 是 放大 了 线性 方程 的 色散 效果 的 作用 ; 而 在 
= 一 1 的 焦 聚 情形 , 非 线 性 所 起 的 是 抵消 色散 效果 . 


第 一 章 概 论 .3. 


对 于 以 flu) = u? 或 —u? 为 非 线性 的 3 个 空间 维 数 的 NLW， 我 们 将 看 到 所 
有 Cauchy 问题 的 解 均 会 在 有 限时 间 破 裂 ， 即 使 是 小 初 值 也 是 如 此 . 这 里 的 符号 并 不 
起 作用 ， 因 为 这 时 如 果 我 们 做 变换 u -u 就 可 将 其 中 的 一 个 变 为 另 一 个 . 但 对 于 
f(u) =u? 或 -好 就 会 更 复杂 一 些 . 对 于 前 者 有 整体 解 ,并且 如 果 初 值 是 C” 函数 ， 
则 其 解 也 是 . 对 于 后 者 , 一 些 初 值 可 导致 解 的 破裂 , 而 另 一 些 初 值 将 又 有 整体 解 . 对 于 
f(w) =u", 我 们 将 看 到 有 整体 存在 的 能 量 弱 解 , 但 即使 是 Cee 初 值 , 其 解 的 光滑 性 及 
唯一 性 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 

从 数学 上 看 , 我 们 研究 偏 微分 方程 的 主要 兴趣 在 于 试图 理解 数学 物理 中 的 基本 方 
程 (组 ) 解 的 演化 问题 . 虽然 方程 的 个 体 特征 是 明显 的 , 它 来 自 于 各 自 的 实际 问题 有 
各 自 的 背景 , 但 也 有 很 多 的 共同 特征 ,我 们 自然 希望 能 给 予 分 门 别 类 的 统一 处 理 . 具 
体 地 说 ,我 们 试图 利用 方程 的 某 些 特征 给 予 分 类 ， 按 类 证 实 或 否定 所 给 问题 解 的 局 部 
或 整体 存在 、 唯 一 性 等 ,确定 解 何 时 且 如 何 从 一 个 光滑 解 导致 奇 性 的 形成 ， 寻 找 一 个 
合适 的 概念 使 在 适当 的 初始 条 件 下 所 给 问题 的 解 是 存在 且 唯 一 的 ; 确定 广义 解 的 渐 近 
特征 等 ， 以 严格 的 数学 方式 去 理解 各 种 逼近 成 立 的 范围 ， 如 光速 趋 于 无 穷 时 的 牛顿 极 
限 ， 音 速 趋 于 无 穷 时 的 不 可 压缩 极限 ,粒子 个 数 趋 于 无 穷 时 的 大 范围 极限 以 及 雷诺 数 
趋 于 无 穷 时 的 无 粘性 极限 等 . 通过 对 一 些 基 本 模型 方程 的 研究 或 分 析 ， 发 现 或 建立 一 
些 研究 几何 或 物理 问题 的 新 工具 、 方 法 和 概念 等 . 如 要 处 理 能 越过 奇 性 的 解 ， 得 发 现 
一 个 与 之 相 适应 的 广义 解 的 概念 ， 


81.2 ”几何 与 物理 中 的 一 些 方程 的 导出 


旱 在 学 习 数 学 物理 方程 时 我 们 就 知道 诸多 运动 方程 可 以 通过 物质 运动 所 遵循 的 
物理 定律 如 质量 守恒 、 动 基 守 恒 和 能 量 守 恒 等 导 出 .物理 学 中 的 一 些 偏 微分 方程 的 
导 得 也 可 参考 李 大 潜 和 秦 铁 虎 的 《物理 学 中 的 偏 微 分 方程 》 在 此 ， 我 们 考虑 用 变 分 
原理 来 描述 一 些 非 线 性 方程 ， 即 用 Lagrangian 场 论 的 Euler-Lagrangian 方程 来 描 
述 , Lagrangian 变 分 原理 的 基本 对 象 是 ;: 时 空 , 如 Minkowski 时 空 (M, g) = RH, 场 
h, 以 及 Lagrangian 密度 工 . 给 定 这 些 对 象 , 我 们 能 定义 对 应 的 作用 L = L(9,9, K) = 
fie Li9ldvg, 其 中 KK 是 时 空 R Hay Re, dus 是 时 空 的 测度 . Hd 的 一 个 紧 变 分 
是 指定 义 在 (—¢,€) 上 的 一 个 光滑 的 单 参数 场 %(s) 满足 8(0) = 6, 且 对 所 有 R\K 
中 的 点 都 有 ols) = o 的 变 分 . 我 们 将 用 $= F |s=0 来 记 这 样 的 变 分 . 如 果 对 任何 $ 
的 紧 变 分 都 有 

EL(s) lo= 0, 


我 们 称 场 $ 关于 作用 C 是 驻 定 的 , 其 中 L(s) = Lid(s)|. 作用 原理 是 说 物理 上 可 接 
受 的 解 必须 为 关于 Lagrangian 密度 是 驻 定 的 . 由 作用 原理 所 得 到 的 关于 O 的 偏 微 
HERA Euler-Lagrangian 方程 . 例如 设 r € R”, y = {(t,7X);z = x(t), to = 
z(to),to <t<ti} 是 民 x R” 中 的 一 条 曲线 段 , 或 看 成 是 某 函 数 空间 中 的 一 个 点 . 我 
们 知道 曲线 y EER L(y) = f Læ, t, tdt 在 过 z(t0) = 20 5 elti) = z1 两 点 的 


“4. 非 线 性 波动 方程 


曲线 之 空间 的 驻 定 曲线 ( 即 变 分 为 零 的 曲线 ) 或 驻 点 当 且 仅 当 沿 曲线 z(t) 满足 


d (OL OL 


这 样 的 方程 就 是 £ 的 Euler-Lagrangian 方程 . 在 力学 系统 中 , 了 可 表示 为 动能 减 势能 . 
在 不 同 坐标 下 , 驻 定 曲线 可 有 不 同 的 表达 形式 , 但 均 满 足 Euler-Lagrangian 方程 . 在 
物理 中 通常 将 x 记 成 % Hic p= or 称 H(q,4,t) = pq— L(a,4,t) X Hamiltonian, 
它 表示 的 是 总 能 其 , 即 动 能 加 势能 . 
例 1.2.1 考虑 Lagrangian L(u) = 5 (juel? —|Vul?), 则 可 得 u wr Ou=0 当 且 仅 
Suk Lu) 的 紧 支 集 变 分 的 驻 点 , HPO=H-A. 

半 线 性 波动 方程 Ou = F’(u) 的 Lagrangian 可 以 取 为 L(W) = 4 (\ug|?—|Vul?) + 
例 1.2.2 在 非 线性 Schrödinger 方程 (NLS) FR f(u) = Aju tu, 我 们 可 取 Lagrangian 
为 


2A +1 
pt lel? 
Gl 1.2.3 波 映照 方程 波 映 照 方程 来 自 于 数学 物理 的 Higgs 场 模型 ， 相 对 论 模 型 等 。 
为 写 出 方程 , 我 们 设 (N,9) -MRP Riemannian 度量 结构 的 n 维 流 形 ,9 是 N 
上 的 正定 的 双 线 性 形式 , te N 为 目标 流 形 . 由 Nash 定理 , 如果 d 足够 大 ,NN RAF 
Ri p, 设 RI” 是 赋予 平坦 度量 及 二 {—-1,1,---,1} 的 Minkovski 时 空 . 这 样 ,n 维 
波 映照 方程 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


i 1 
L(u) = 5 (aut ut) 5|Vul? 


uu — Au — B(u)(dgu, 0%u) = 0, 


其 中 Blu): TN XTN 一 > TuN+ RN CR 的 第 二 基本 形式 ,特别 地 ,目标 流 形 
是 R? 中 的 球面 的 2 维 波 映照 可 以 写成 


use — Aut 人 le? 一 |Vzu]?) =0. 
考虑 Lagrangian 
L(u) = f ga (uO ur a, 
Ri+n 


其 中 的 希腊 字母 a, 表示 0 ~ n, 拉丁 字母 a, b, c dilan, 重复 指标 表示 求 
fo, 对 应 的 Euler-Lagrangian 方程 就 成 为 


—28o(gard~u) + 3u Ow Oa gpe = 0, 


或 等 价 地 
1 
—garda0u? — DeGabdauO*u" + 5 (OaGeIau°O"u") = 0. 
写成 达 朗 贝尔 的 形式 


1 
Japu? + AcJapdau OTU? 一 5 (OugocOa uO ) = 0. 


由 Christoffel 记号 cap = 5(Oagve + Bogac — OeGab), RA 


1 
da Joca OW > 


3 (Ocgav Ou Ou” 十 Obgac Ouu Ot), 


我 们 可 以 将 方程 重 写 成 上 面 的 标准 形式 

Du? +F? autu = 0. 
如 果 将 N 看 成 是 RT 中 的 d 维 超 曲面 , AN 上 引进 局 部 坐标 (yl, yt, yt), 
则 gab = (Duo,Dp)Rarl。 在 局 部 坐标 下 的 波 映照 方程 可 以 写 为 

Oy? +12.d.y°d%y° = 0. 
我 们 也 容易 验证 波 映照 v(x) = uly(x)) 满足 外 强 形 式 方程 

Ow + > h°? B(v)(ðav, Agu) = 0, 
a,3=0 


其 中 Bip): TN x TN 一 TNT & NCR! 的 第 二 基本 形式 ， 


81.3 ”方程 中 的 一 些 不 变 特征 


在 偏 微分 方程 的 分 析 理论 中 ， 人 们 发 现 方程 的 两 个 基本 特征 是 重要 的 . 其 一 是 守 
恒基 , 甚至 也 可 以 是 近似 的 守恒 量 . 这 样 的 量 提供 了 解 的 大 小 的 一 个 界 的 估计 , 可 以 让 
我 们 通过 定量 的 控制 来 研究 解 的 长 时 间 性 态 。 它 往往 可 以 利用 方程 的 对 称 性 得 到 . 其 
二 是 标尺 度 平衡 (scaling) 或 变换 的 不 变性 或 近 不 变性 ， 如 对 于 非 线性 项 是 ulu lu 
的 Schrodinger 方程 在 标尺 度 变换 


u(t,z) Arul & Z \ yso 
(t, ) AZ A 3 > kj 


下 不 变 . 而 对 于 相同 非 线 性 的 波动 方程 在 标尺 度 变换 
u(t, z) = Ariu & 5) 


下 不 变 . 
一 般 来 说 常 系数 的 色散 型 偏 微分 方程 通常 享有 一 些 不 变性 或 对 称 . 如 关于 时 间 变 
基 平 移 不 变 , 关于 空间 变量 平移 不 变 等 . 有 的 还 具有 关于 时 间 的 反 向 对 称 等 , 但 不 变形 
式 不 尽 相 同 , 如 Schrodinger FÆ u(t, x) — u(—t, x), RAE ult, rz) 一 > u(-t,z) 
等 . 也 有 的 享有 正 交 变换 不 变 ，Lorentz 变换 不 变 , 共 形 或 拟 共 形 变换 不 变 等 . 一 般 来 
说 ， 对 应 于 时 间 平 移 不 变 的 守恒 基 是 能 量 或 Hamilton 其 ， 空 向 平移 不 变 对 应 的 是 动 
Hak MH SFB, Galilean 变换 不 变 对 应 于 质心 的 守恒 等 。 
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前 面 说 过 ,了解 方程 对 称 或 不 变性 是 重要 的 ,其 中 的 一 个 基本 原因 是 因为 它 可 以 
提供 可 能 的 守恒 律 . 而 导出 守恒 律 的 基本 依据 是 

Noether 原理 : 如 果 一 个 变 分 能 保持 一 单 参数 变换 徐 不 变 , 则 其 Euler-Lagrangian 
方程 满足 一 个 守恒 律 。 

wL= Lid, 9] BH 6 的 一 个 积分 作用 . KT, 是 时 空 M 上 的 一 个 等 距 的 单 参 
数 群 , 即 (7s)xg =g, M LTs), 9] = L[(Ts)x$, (Ts)s9l = Lle, gl. 这 样 作用 在 映射 
9 一 (Ts)x9 下 是 保持 的 . 由 Noether 原理 我 们 应 该 能 找到 对 应 ZF Euler-Lagrangian 
方程 的 一 个 守恒 律 , 可 用 生成 7 的 向 量 场 X 导 得 这 样 的 守恒 律 . 


利用 对 称 或 守恒 律 , 我 们 可 以 得 到 解 在 相应 范 数 空间 的 估计 . 利用 标尺 度 变 换 的 
不 变性 ,我 们 可 以 预测 初 值 函数 空间 的 正则 性 与 解 的 存在 时 间 之 间 的 关系 . 它们 可 以 
为 我 们 解决 问题 所 采取 的 方法 提供 参考 依据 . 例如 ,我 们 和 欲 建立 在 某 对 称 下 不 变 的 初 
值 函 数 集合 中 建立 适 定性 ,这 就 建议 我 们 用 在 对 称 下 不 变 的 技巧 和 估计 ;利用 对 称 可 
将 解 在 适当 的 空间 中 规范 化 ， 如 可 使 解 集 中 到 物理 空间 、 时 间或 频率 空间 的 特定 位 置 
如 原点 等 。 对 于 使 得 方程 的 标尺 度 平 衡 的 变换 ， 如 果 还 能 保持 某 特 定 的 Sobolev 空 
间 范 数 不 变 , 我 们 就 称 这 样 的 Sobolev 空间 的 正则 性 为 临界 正则 . 对 于 上 面 的 非 线性 
Schrödinger 方程 、 波动 方 程 的 临界 正则 指标 是 sc = n/2 一 2/(p 一 1). 事实 上 , 对 应 于 
Schrödinger 方程 的 临界 正则 Sobolev 范 数 是 齐 次 范 数 , 即 lu(0, ©) I rse 波动 方 
程 则 是 ju(0, 2) |] pac can) 十 tu(0, L) irsin 对 于 高 于 临界 正则 性 的 指标 s > se, 
我 们 称 作 是 次 临界 的 ， 而 相反 的 s < sc 称 之 为 超 临 界 的 . 对 于 次 临界 情形 (s > se), 
人 们 希望 Cauchy 问题 是 适 定 的 ,至少 局 部 是 如 此 . 这 时 解 的 存在 时 间 和 初 值 的 大 小 
之 间 往 往 存在 一 种 某 次 寡 的 反比 关系 . 这 样 ， 如 果 我 们 在 某 固定 时 间 建 立 了 小 初 值 的 
局 部 适 定性 , 我 们 就 能 得 到 大 初 值 小 时 间 的 局 部 适 定性 的 . 对 于 超 临 界 的 s, 在 H° P 
方程 一 般 是 不 适 定 的 , 即使 是 局 部 也 是 如 此 ,对 应 于 这 种 情形 广义 的 弱 解 是 无 意义 的 . 
而 对 于 临界 情形 s = sc, 希望 对 于 小 初 值 问 题 有 适 定 的 整体 弱 解 . 这 就 是 说 次 临界 正 
则 性 的 问题 的 解 具有 较 好 的 性 态 . 当然 , 不 同 的 对 称 会 有 不 同 的 临界 正则 性 . 

在 研究 中 , 我 们 对 于 临界 正则 空间 与 一 些 有 特殊 物理 意义 的 守恒 其 所 在 空间 相 一 
致 的 情形 更 有 兴趣 . 如 能 量 空间 Al, 对 于 非 线 性 波动 方程 保 Lorentz 不 变 、 共 形 不 变 
等 的 空间 ; 对 于 Schrödinger 方程 保质 量 不 变 的 L 空间 等 


注意 到 Fourier 变换 在 物理 空间 与 频率 空间 之 间 的 伸缩 变换 建立 了 一 个 定 其 的 联 
FR, 我 们 就 可 以 利用 标尺 度 平衡 分 析 来 了 解 解 的 初 值 之 高 频 与 低频 在 所 考虑 空间 中 随 
时 间 的 演化 关系 ,利用 守恒 律 了 解 解 在 高 频 与 低频 处 的 大 小 控制 关系 . 因此 这 意味 着 
我 们 也 可 以 利用 这 些 不 变性 将 方程 依据 守恒 律 (如 能 量 ) 分 为 次 临界 (在 细致 标尺 时 
强 , 在 粗糙 标尺 时 弱 )、 痢 界 (标尺 度 变换 不 变 )、 超 临界 (在 粗糙 标尺 时 强 , 在 细致 标 
REES). 可 以 说 临界 的 守恒 律 提供 了 方程 的 线性 部 分 与 非 线 性 部 分 在 强度 上 大 致 是 可 
以 比较 的 关系 ,这 两 者 之 间 的 细致 的 关系 可 以 反映 出 解 的 演化 性 态 . 通过 标尺 的 改变 
来 观察 在 这 一 过 程 中 所 导致 的 解 关于 某 种 量 (如 能 量 ) 的 变化 ， 从 而 预测 解 的 奇 性 的 
ER. 例如 , 我 们 考虑 方程 


Oru — Au = juj? tu. (1.3.1) 


第 一 章 概 论 .7. 


其 能 其 可 由 


Blu) = f {Bo + vu PF le oP baw 


1 
pt+l 
给 出 。 当 方程 (1.3.1) HAMAS, THAR, AER E(u) 总 是 正 
的 . 我 们 可 以 期 望 非 线性 项 起 的 作用 是 放大 线性 方程 的 色散 效果 ; 而 在 相反 的 正 号 情 
形 , 能 基 可 能 成 为 负 值 ， 非 线性 的 作用 也 与 色散 相向 ， 它 可 以 削弱 甚至 阻止 色散 作用 。 
因此 这 时 的 情况 就 会 很 复杂 ,甚至 会 丧失 线性 方程 解 关 于 时 间 的 训 减 性 质 ， 如 出 现 孤 
立 子 波 等 . | 

4n>3,p=1+-4; if, 能量, 即 解 在 A 空间 范 数 下 , 在 上 面 的 标尺 度 平衡 
变换 下 是 不 变 的. 对 应 于 这 时 的 能 量 表达 式 中 的 非 线 性 指数 是 p+ 1 = 255, CER 
是 Sobolev 不 等 式 的 端点 情形 。 

我 们 可 以 用 此 来 刻画 方程 的 非 线 性 程度 , 给 方程 作出 适当 的 分 类 , 对 p = 1+ 二， 
能 量 是 标尺 度 平衡 不 变 的 , 或 说 成 是 无 量 纲 的 . p > 1 十 = 与 能 量 有 正 量 纲 (说 明 非 线 
性 强度 已 超出 能 量 可 控 范围 ), n < 2, 或 n> 3,p < 1+ —4, 能 量 有 负 量 纲 ( 非 线 性 
强度 较 弱 ) ,对 应 的 问题 分 别称 为 能 晤 临界 、 能 其 超 临 界 和 能 量 次 临界 . 

对 于 超 临 界 情形 ， 解 在 高 频 处 的 守恒 律 弱 。 这 样 能 其 的 守恒 并 不 排除 集中 ,这 时 
即使 能 量 小 , 非 线 性 程度 还 是 可 以 很 高 . 在 这 种 情形 解 很 可 能 出 现 非常 不 稳定 的 现象 ， 
或 出 现 清流 . 对 于 这 种 情形 人 们 期 望 用 比 能 基 更 强 的 范 数 来 附加 小 性 ， 对 这 样 的 “小 
初 值 ” 解 具 整体 正则 性 ， 而 大 初 值 解 破裂 . 对 于 次 临界 的 情形 ， 守 恒 律 在 高 频 处 比 低 
频 强 , 由 于 低频 演化 缓慢 , 希望 解 在 短 时 间 内 有 线性 性 态 ， 而 在 长 时 间 有 非 线 性 性 态 . 
所 以 在 这 种 情形 ， 解 的 局 部 存在 性 在 次 临界 正则 情形 是 容易 证 明 的 . 如 果 能 其 是 有 界 
的 ,集中 能 被 排除 , 因为 在 集中 的 过 程 中 需要 很 多 的 能 其 , 因此 , 我 们 就 可 以 基于 能 量 
估计 去 证 明 适 定性 或 解 的 正则 性 ， 人们 可 以 希望 解 具 有 整体 的 正则 性 . 对 于 临界 情形 ， 
守恒 律 是 标尺 度 平衡 变换 不 变 的 , 对 一 个 固定 能 其 的 能 值 , 高 低频 有 等 基 的 非 线 性 . 这 
样 希 望 当 能 量 小 时 ， 对 所 有 时 间 解 都 呈现 线性 性 态 。 集中 要 求 一 定量 的 能 量 ， 如 果 能 
量 小 , 集中 应 该 说 可 以 排除 , 在 这 种 情况 ,人们 希望 多 数 情形 解 具 有 正则 性 . 就 我 们 所 
考虑 的 焦 散 型 波动 方程 (1.3.1) 而 言 , 在 临界 情形 , 用 Strichartz 估计 可 以 说 明 对 于 大 
能 量 初 值 ,只 要 势能 不 集中 , 解 就 会 有 正则 性 ; 只 要 势能 衰减 , 解 就 会 有 良好 的 渐 近 性 
J, 事实 上 , 我 们 可 以 用 Morawetz 恒等式 说 明 势 能 是 不 集中 的 且 在 无 穷 远 处 是 衰减 
的 . 

利用 初 值 的 正则 性 空间 ASR”), 方程 的 标尺 度 变换 不 变 的 正则 性 空间 H (R”), 
解 的 频率 和 解 的 演化 性 态 之 间 的 联系 ， 人 们 猜测 : Æ sc < 1, 则 Cauchy 问题 有 整体 
EM, 对 于 sc = 1, 在 多 数 情形 有 整体 正则 解 ; 而 对 sc > 1, 有 “小 初 值 ”正则 解 ， 
大 初 值 解 会 破裂 ， 


1.3.1 ” 几 个 重要 李 群 


在 偏 微 分 方程 研究 中 , 特别 是 在 解 的 正则 性 研究 中 人 们 发 现 有 几 个 李 群 是 重要 的 ， 
其 实 从 方程 对 一 些 作用 的 不 变性 质 的 分 析 中 可 以 看 到 这 一 点 。 为 学 习 或 应 用 方便 我 们 
先 介绍 几 个 重要 李 群 . 首先 是 正 交 群 O(p, q), 这 里 的 p,q 是 惯性 指标 满足 p 十 9 = n， 
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它 是 保持 所 给 的 非 退化 对 称 双 线 性 形式 不 变 的 R 的 线性 变换 群 . p = 0 对 应 于 欧 氏 
空间 , 简 记 为 O(n); p = 1 对 应 Minkowski 时 空 Rit”, # O(1,n) Æ Lorentz #: © 
是 Minkowski 空间 RIH” 中 保持 度量 ST gi dajda, 不 变 的 线性 群 . 它 由 空间 的 旋转 
与 时 空 的 “推进 ”生成 . 其 李 代 数 ( 李 群 在 原点 的 切 空间 ) 的 生成 元 为 角 导数 Qu, B 


Qu; = ghzi0; — g 2j0;,0<i<j<n, (1.3.2) 
若 取 ge* = diag(1,—1,--- ,一 1) 是 波动 方程 的 达 朗 贝尔 系数 , 这 样 ， 
Nij = 2j0; — 4,0;,0<i<jg<n, (1.3.3) 
和 
Qo; = tO; +2; ,0<j <n. (1.3.4) 


其 中 f20; 对 应 于 推进 ， 其 他 对 应 于 空间 旋转 .一 般 情形 ， 设 @ 是 对 角 阵 ， 前 p 个 
对 角 元 是 ~1， 剩 下 的 是 +1. 则 O(p,g) = {L € Mat(n,R)ILTQL = Q}. 对 
L € O(p,q),det(L) = +1, 用 SQ(p,q) 记 如 下 的 特殊 正 交 群 SQ(p,q) = { € 
O(p, q)|detL = 1}. O(p,g) 和 SQ(p, q) 的 李 代 数 


SQ(p,q) = {A € Mat(n, R)|AQ + QAT = 0}, 


其 维 数 为 n(n 一 1)/2. SQ(p,q) 上 的 李 括 号 是 通常 的 李 括 号 , 即 [A,B] = AB- BA. 
HA Jacobi 恒等式 


[A, [B, C]] + [C, [A, B]] + [B, [C, A] = 0 


R. HH U(p,9) = {U € Mat(n,C©)|U*QU = Q} 是 正 交 群 在 复 空 间 C" 的 对 
应 物 , 其 维 数 是 n2。 相 应 的 特殊 正 交 群 以 及 他 们 的 李 代 数 分 别 为 SU(p,q) = {U € 
U(p,q)|\detU = 1}, 其 维 数 是 n? 一 1. U(p,q) = {A € Mat(n,C)|AQ + QA* = 0}, 
和 SU(p,q) = {A € Up, a)ltroA = 0}, 其 中 tro = QV Aij. 

Poincaré 群 也 称 非 齐 次 Lorentz #, 它 是 由 Lorentz 群 的 元 素 和 平移 变换 生成 . 
对 应 的 李 代 数 由 Lorentz 群 的 李 代 数 生成 元 和 Rt" 中 平移 变换 的 向 量 场 


d,,0<i<m, (1.3.5) 


生成 ,其 中 0; = 0/Ox;. 

一 个 微分 同 胚 四 : UCM 一 M 如 果 满 足 O*g = Q2g， 则 称 其 是 共 形 等 距 
的 . 如 果 Q = 1, 就 称 之 为 等 距 的 . 生成 单 参数 的 等 距 和 共 形 等 距 群 的 向 量 场 分 别称 为 
Killing 向 量 场 和 共 形 Killing HEH. 

设 KK 是 这 样 一 个 向 量 场 , 。 是 对 应 的 单 参数 群 . 由 于 (Os) 是 共 形 等 距 的 ,我 
们 立刻 有 Lig 必须 成 比例 于 g. Web, MR K Æ Kiling 的 , Leg = 0. MEK 
是 Killing HEH, 我 们 能 选取 局 部 坐标 x0, Z1,.… ,Zn 使 得 K 是 一 个 坐标 导数 ， 即 
K = 60. 这 样 我 们 立刻 就 有 相应 于 这 样 的 局 部 坐标 g 与 zo 无 关 . 对 于 Minkowski 时 
空 RIT 线性 无 关 的 Killing 向 基 场 的 个 数 不 会 超过 (n 十 1)(n + 2)/2. 
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所 有 平移 、Lorentz 旋转 、 伸 缩 以 及 反射 变换 全 体 生 成 的 群 称 为 共 形 群 . 用 XX 记 
时 空 点 ， 给 定 一 个 向 晤 a, 则 平移 变换 Ta AX 一 X +a; 给 定 任何 A € O(1,n), 
Lorentz 旋转 为 X 一 AX, 如 果 n 关 1， 共 形变 换 可 由 除 平移 、Lorentz 变换 外 还 
有 伸缩 X 一 > 入 ， 及 反射 变换 VIV 生成 ,其 中 V(X) = X(X- X), 其 中 的 
(X, X) = fagz”? A 0, 这 里 的 dag 为 Minkowski EE. 

对 应 于 伸缩 变换 z 一 Aw 有 生成 元 Lo = th 十 X.Y， 

反射 变换 VTV 的 生成 元 Ca = 2za(7?B) — zhzp6u. 它 可 由 Ve 作用 到 向 基 
场 On 来 得 到 , 即 Ca = Vi (Oa). 

共 形 变换 群 的 李 代数 是 由 向 量 场 On, Nag, Lo, 和 Ca EM. 

下 面 我 们 将 

DR , On, Lo, Qo1,°°* sQn-1, Ca 


分 别 由 Di,i = 0,… (n+ 1)(n + 4)/2 来 记 . 


QC Ql Q 
Te = Te pam 


了 


我 们 称 向 基 场 Lo, Qo, 为 齐 次 向 基 场 , 这 是 由 于 它们 的 系数 是 一 次 齐 次 的 , 注意 到 对 
于 这 些 向 量 场 , 我 们 有 交换 关系 


Ti, Py] = So Co (1.3.6) 
对 某 些 固定 的 常数 成 立 ， 其 中 的 和 仪 包含 齐 次 向 量 场 . 这 样 ， 两 个 齐 次 向 基 场 的 交换 
子 是 齐 次 向 基 场 的 线性 组 合 . 如 果 我 们 计算 0; 和 齐 次 向 量 场 的 交换 关系 , 就 得 到 一 个 
平移 变换 向 量 场 : 

[Tx, O; = Yond: (1.3.7) 


(Ox, Lo] = Ok, [Ox, Noz) = b0%0; + 65400, (1.3.8) 


(Ox, Quy) = jk OF 一 OikO), O<k<n,l<ijg<n. 


对 于 其 他 向 量 场 我 们 有 [Ca Cg} = 0, [Ca, Lo} = 一 Co， [Rag Cy] = dayCg 一 
ByCa 以 及 


[Qag, Ql = bay 96 一 bg4Qaé + dgs Qeey 一 a6 py. 


容易 验证 对 于 达 朗 贝尔 算 子 O = 67 一 A, 我 们 有 [0,9,) = 0, O, Qu] = 0, 
(O, Lo] = 20, (0, Cu] = 42,0. 

ABSORB, BRE PREM (t,x) ERY" \0 齐 次 向 基 
场 的 张 量 . 具体 地 , 注意 到 如 果 t A |x|?, 即 如 果 (t,x) 不 在 光 锥 上 , 则 这 些 向 量 场 张 
成 所 有 (tc) 上 的 切 空间 . 另 一 方面 ， 如果 万 = lel’, 它们 仅仅 张 成 光 锥 上 的 切 空间 ， 
由 (1.3.8) 这 委 失 的 法 向 分 量 仅 一 阶 为 0. 
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Laplace 算 子 可 以 在 球 坐 标 下 写成 


1 
a= +21, Lon, 


j<k 


其 中 7 = jejo = (F) V 是 径 向 导数 ， 角 导数 的 平方 满足 


[Vul — u? = sy Opu)?. (1.3.9) 


了 < 天 


1.3.2 模型 方程 的 守恒 律 与 一 些 不 变性 质 

这 一 节 我 们 将 对 方程 的 不 变性 作 一 些 具体 的 刻画 ,如 R x R” 中 的 Schrödinger 
方程 Blu + Au = 0, 除了 前 面 的 标尺 度 变 换 不 变 外 , 容易 验证 在 Galilean 变换 

u(t, z) = etar vetat u(t, x — vt), v E R”, 

下 是 不 变 的 , 即 u ENERE AY a ENRERE. 

对 于 非 线性 波动 方程 NLW, 它 可 以 形式 地 看 成 是 Lagrangian 

1 1 
- TJ { = zld? + 5[Vu? + F(u) Ydzdt (1.3.10) 


的 Euler-Lagrangian 7, HH F 是 f Ome, A F0) = 0. 极 小 泛 函 LE 
Poincaré 群 作用 下 是 不 变 的 . ERE T MET BER ER J, 故 在 (NLW) 
两 边 同 乘 2v 得 散 度 形式 


Be — N° Ajp; = 0, (1.3.11) 


其 中 e = (d&u)? + $|Vul? + F(u), pj = (u)(Oju). 
。 如果 适 当选 取 初 值 , 使 得 当 |z| 一 ce 时 为 0, 则 (1.3.11) 意味 着 能 量 守恒 


E(u) = J (5 (Oru)? + SiVul? + Flu) )dz = 常数 (1.3.12) 


。 WRF SO, A (1.3.11) 还 可 以 得 到 有 限 传播 速度 性 质 . 事实 上 , 我 们 在 以 了 
为 顶 , BAR, K 为 侧面 的 实 锥 台 to 之 to >t >> to 一 |z 一 Yo| > th LRG 


1 z£ 
ede + -z f (e- Z- p)aK = f eas, 1.3.13 
[e+ | e-a f (1.3.13) 


T r= |z|, dK 是 锥 面 上 的 测度 . 注意 到 |p| < e， 上 式 左边 的 两 被 积 函 数 均 非 
fi, 因此 T 中 的 能 基 小 于 等 于 B 中 的 能 其, 即 传播 速度 <1. 
° 注意 到 空间 平移 变换 的 生成 元 是 On, 由 此 可 以 导致 动量 f pkdz 守恒 


tpr — X O)(Opudju) + rle — (Geu)?) = 0. (1.3.14) 


j 
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。 将 zx; 或 t 乘 方程 (1.3.11) 和 (1.3.14), 重 排 各 项 及 加 减 后 可 得 角 动 其 守恒 
[ovo ~ xjOpu)(Opu)dx = 常数 (1.3.15) 


和 
ic + tO,uhu)da = 常数 . (1.3.16) 


如 果 取 f(u) = uP tu, E pp =14+4/(n—1) 时 的 特殊 情形 , 它 在 更 大 的 共 形 
变换 群 下 是 不 变 的 . 对 应 于 伸缩 变换 u(t, v) 一 > ACV? u(At, Av), A= l+e, 有 生成 
元 

m—1 


Lo 十 


其 中 Lo = tð +£- V = tO; + rör. 
伸缩 Morawetz 恒等式 是 保持 伸缩 变换 不 变 的 产物 , 它 可 以 用 Noether 原理 导 
得 . 我 们 以 n = 3 为 例 来 说 明 这 一 过 程 . 为 此 注意 到 方程 的 Lagrangian 是 
1 3 
L(u,w) = zle” 一 >》， juz; |?) — F(u). 


j=1 
对 于 满足 方程 的 u, 我 们 有 : 对 任何 V € CP (R), 


= 0. 


a J L(u + ew, (u + eyy )dtdz 
de -0 
这 样 , u 必须 满足 与 我 们 的 方程 相应 的 Euler-Lagrangian 方程 ， 
3 
ou u’) )- Pats OL u, u')| =0. 
7=0 


伸缩 变换 uy = AU, Ar) 是 u 的 一 个 单 参 数 Cn 变换, 则 


3 
OL 
Oy L (uy, uh) = Du le uy) ðu + Lai D iu, us) )0; OyUy. 
=0 Tj 
注意 到 
3 

Oyulyar = ut S zjôðju, 

j=0 


我 们 能 用 Evler-Lagrangian 方程 得 到 


3 
， OL 
Oy L(uy, Uy) |yai = > lz v)u], (1.3.17) 
j=0 73 
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其 中 
FE) = 4 Luu )) Ot, Av) + A F (u(t, Ax) — F(uy(t,2)). 
因此 ， 
3 
BDL) = > 250; L(u,u') + 4L(u, u’) + 4F (u) — uf (u), 
j=0 
以 及 


3 
ate ulus Dr ju) — zjL(u, u')] = 4F(u) — uf (u). 


j=0 j=0 
由 Lagrangian 的 具体 形式 , 我 们 可 得 散 度 形式 的 方程 
div, s(tQ + Ban -tP) = 4F(u) — uf(w), (1.3.18) 
其 中 | 
Q= zel + F(u) +t uzr- Vru, 
- (Sau? _ Vau]? — F(u)jz/t + (tlu + ðu +t ly. Yru) Vat 


通过 计算 同样 可 得 一 般 维 数 情形 成 立 如 下 的 等 式 


d nC— 
a {te + Turut + 


uu; ba = -3 f Hac, (1.3.19) 


EHH H(u) = (n 一 luf(u) — 2(n + 1)F (u). 这 样 , WR F =0, x Hlu)=0 $s 
f(u) = cu”, p= 1+ 让 可 得 守恒 律 . 即 方程 


Du = cut, 其 中 c 是 任意 常数 ， 
是 共 形 不 变 的 . 特别 , 在 Kelvin 反射 变换 


t x ) 
#2 一 |z|?’ ‘2 — |x? 


u(t, 2) = (P= Jaf?) 0u 


下 是 不 变 的 ， 
我 们 知道 算 子 Lo 并 不 能 与 口 交换 , 这 时 的 伸缩 恒等式 可 写成 


到 /Ge 


注 1.3.1 恒等式 (1.3.19) 也 可 以 用 变换 uy 的 生成 元 tOut+rd,ut Su 乘 方 程 两 
边 直 接 得 到 。 


bds = = -3 | Hae. (1.3.20) 
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通过 适当 的 标尺 度 平衡 , 反射 变换 VTV 的 生成 元 可 写成 
Co = (t? + r7)0, + 2rtd, + (n — 1)t 
和 Ck = tap) + s(t — r?)ðk + apn V + 5 一 1])zk， (k=1,...,n). 


由 Cou R (NLW) 导 得 反射 恒等式 


Z feae = -t f HWae, (1.3.21) 
其 中 共 形 能 量 密度 是 
Ce = (È + 72)e + Itupu; + (n — 1)tuu — s(n — 1)w. (1.3.22) 
或 Ce S TEA r) Cu t ur + Tu + 5 (t= r)? — te — u 
e 4r) ((Vul — u2) + C Di = 3) 22402 472)F(u), (1.3.23) 
这 里 = 意 指 差 一 个 空 向 散 度 项 . 
注意 到 


5 [D jul? = lou, + tVul? = r2u? + | Vul? + trurur 
j 


和 
|Lou+(n—1)ul? = |tu + ru, + (n — 1)ul? 
= tu? + r2u? + truu, + 2(n — l)tuyu — (n — 1)u?. 
我 们 可 将 共 形 能 基 密 度 写 成 
1 1 1 
Ce S 5|Lou + (n — 1)ul? + 5 > Ijul? + 3 2 Tyrul? + (t? +r?)F(u). (1.3.24) 


mR FSO, H >20, n#2, W 
< -1 、. 
/reoar [iver — u2)dz, [ou + Up + > u) dz 


4 t — +00 时 有 O(t?) 由 (1.3.21), (1.3.23) 可 知 本 质 上 由 (u 一 ur)? 承载 所 有 
的 能 量 , 这 样 能 量 近似 地 可 认为 是 沿 特征 迁移 . 我 们 还 可 以 知道 在 一 固定 的 球 jz| < R 
中 , e 的 积分 , 即 局 部 能 量 以 O(t-2) 的 速度 趋 于 0. 

有 些 变换 虽然 并 不 保持 波 方程 不 变 , 但 很 有 用 . 如 标尺 度 平衡 (a, t) 一 > Aule, t), 
入 = 1 十 e, 有 生成 元 u. M uR (NLW) 得 恒等式 


d? 1 
J23 fea = fe — |Vuj? — uf (u)}dz. 
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空 向 伸缩 ulz, t) — u(t, àr) 有 生成 元 Z:V =70. 用 ru, RI 


d2 1 1 1 
ap | Pete =—n [ {—jub+G— Diva + Peo fae 


MF n> 3, 用 ur + 4 1u 乘 得 Morawetz 径 向 恒等式 


o d n-li 2 ndr 
0 = $ fufu 元 ujaz+ /va us) m 


Leea fads | nO fifu ) = 2F (wy), 


4n= 3 时 在 右 端 项 需要 附加 2ru2(#, 0). 
对 于 非 线 性 flu) = gluu, Go = g，G(0) =0, F(u) = 5G(ul 的 
Schrodinger 方程 NLS, (Ay Lagrangian 是 


1 
= | | {Fima + lvul + F(u) bac. 


对 于 变换 uc eu 有 生成 元 iu. 这 样 用 iu 乘 方程 算 积分 得 电荷 守恒 
让 Pa = 常数 
利用 关于 时 间 平 移 不 变性 可 得 能 其 守恒 
E(u) = J {Zvu} + Flu) bdr = 常数 (1.3.25) 


对 于 伸缩 变换 u(t, r) Aul At, Ar) 有 生成 元 Du = tus 十 rur + 3u， 这样 可 
得 恒等式 


TEE “Imrurii + t|Vul? + 2tF(u) pdz = dr = -3 | K(u)dz (1.3.26) 


其 中 K(u) = nf(wWa- 2(n+2)F(u). 
对 于 (NLS) 方程 ,Ginibre 和 Velo 发 现 了 由 平移 和 拟 反 射 变换 


u(t) — (it) Be ta(7, E) 


组 合生 成 的 拟 共 形 变换 . TERE F(u) = 0 时 上 面 的 拟 反射 变换 保持 L(w) 不 变 , 所 
以 可 得 拟 共 形 恒等式 


d 


5 {Flew — 2tVul? +4 Fu) par = -2 | Klu)de. (1.3.27) 


如 果 K=0, WE f(u) = culu, p=14 4, (1.3.26), (1.3.27) RWE. 
mÆ K > 0, F > 0, th (1.3.27) @ f Flujde = OU-2). 我 们 可 得 一 个 正则 性 性 质 ， 
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如 果 初 值 cu € L?, 则 zu 一 2itYu € L? 对 上 >0 成 立 , 即 增 得 一 阶 导数 . 
以 上 的 讨论 可 以 看 出 , 考虑 一 族 线性 算 子 TO) 与 线性 方程 
Ou = Au 


的 可 交换 性 往往 是 重要 的 , 其 中 4 是 一 个 固定 的 线性 算 子 . 
为 寻找 这 样 的 线性 算 子 族 , WERKA 


(@ — AJT =T(0, — A) 


或 
Tô; +T; -4T=Tas —PA, 
即 
T; = [A,T] 
注意 到 


dile ret4] = e 4(— AP +r; TIT4)et4 = 0, 


我 们 有 T(b)et4 = ef4T(0). 微分 后 可 得 Pt = e4[A,PO)Je*4, 如 果 [4,T(0) 与 4 
可 交换 , 也 与 e4, 这 就 有 T: = [A, TT(0)]. 

因此 , 如 果 [4, [4,T(0)]] = 0, WE u 是 解 , WW T(O)u(t) + ¢[A, [A, P(0)]Ju(t) 也 
是 解 . 
例 1.3.1 取 A= —iA,T(0) = Zz;, 则 [4,T(0)] = 一 2i0;, 这 样 


T(t) = T(0) + t[A,T(0)] = z; — 2itð;. 


例 1.3.2 取 A = —O°,T(0) = z, 则 [A,r(0)] = —38?, T(t) = z — 3t8?, 


§1.4 问题 及 方法 


我 们 所 关心 的 基本 问题 是 解 的 适 定性 、 正 则 性 或 破裂 解 的 结构 以 及 解 的 长 时 间 性 
SH. 在 经 典 理论 中 , 研究 方法 往往 是 利用 能 基 不 等 式 和 Sobolev 不 等 式 , 对 非 线性 问 
题 的 正则 性 要 求 比 较 高 . 但 在 过 去 的 二 十 多 年 中 , 非 线性 波动 方程 的 研究 课题 随 以 下 
几 个 基本 技术 的 发 展 发 生 了 改变 : 处理 物 理 空间 中 几何 结构 的 几何 技巧 ，Littlewood 
- Paley 分 解 的 系统 应 用 及 仿 微分 算 子 的 引入 ， 以 及 Fourier 空间 技术 , 如 Strichartz 
型 不 等 式 、 双 线性 估计 等 . 这 促使 人 们 可 以 利用 这 些 工具 细致 地 研究 在 低 正 则 框架 下 
的 相关 问题 . 对 于 我 们 要 探讨 的 基本 问题 可 以 分 为 ， 


16: 非 线性 波动 方程 


1.4.1 Cauchy 问题 的 适 定性 


我 们 所 考虑 的 NLW 和 NLS 的 共同 点 是 可 以 将 它们 写成 


Ou 
at 


的 形式 , Ht ult) 是 一 个 取 值 于 某 函 数 空间 (zx 的 函数 ) 的 函数 ，Ao 是 一 个 线 
性 算 子 , N 是 非 线性 算 子 . 
事实 上 ， 对 于 NLS, 我 们 可 取 Ao = iA, N(u) = —f(u), 对 NLW 我 们 可 令 


aE SE o) 


为 对 我 们 所 关心 的 问题 有 一 个 普 适 性 的 提 法 , 我们 不 妨 考虑 以 下 的 抽象 偏 微分 方程 


; = Apu + N(u) (1.4.1) 


| ðu = Lut f(u), (1.4.2) 


ult= =0 = Uo, 


其 中 工 是 线性 偏 微分 算 子 . 初始 函数 uo 属于 某 个 函数 空间 X, 我 们 要 寻找 问题 (1.4.2) 
在 一 个 合适 空间 x(7) 中 的 解 u, 其 中 了 = [0,7] RI = [-T,T], T > 0, 例如 x(I) 
ARAM I Bi X 的 连续 函数 空间 CU, X). 对 于 ( 1.4.2) 人 们 可 考虑 如 下 问题 : 

解 关 于 时 间 的 局 部 存在 性 证 明 存在 一 个 了 > 0, 使 得 解 u € x(Z). 

解 的 唯一 性 在 所 有 包含 了 的 区 间 中 , 在 x(7) 中 至 多 存在 一 个 解 . 

解 关 于 初 值 的 连续 依赖 性 证 明 在 适当 的 意义 下 算 子 uo u 是 连续 的 . 

如 果 上 面 的 三 个 性 质 满足 , 称 Cauchy 问题 是 局 部 适 定 的 ， 

解 关 于 时 间 的 整体 存在 性 证 明 解 在 xR) F. 

如 果 上 述 的 四 条 性 质 满足 , 我 们 说 1.4.2) 是 整体 适 定 的 ， 

注 1.4.1 唯一 性 是 解 本 身 关 于 所 给 初始 条 件 的 连续 性 ， 如 果 初 值 作 小 的 改变 量 解 也 仅 
作 小 的 改变 。 特别 对 于 相同 的 初 值 ， 解 也 相同 . 由 于 人 们 可 以 在 不 同 的 框架 下 讨论 存 
在 性 、 唯 一 性 以 及 连续 依赖 性 等 问题 , 所 以 这 就 导致 了 有 各 种 不 同 的 适 定 性 的 概念 。 

解 的 正则 性 设 uo € X, u 是 (1.4.2) 在 一 个 合适 的 空间 xC), 如 CU, X) 中 的 
fE, 如 果 我 们 知道 uo 的 正则 性 更 好 , 如 uo CY G X. 我 们 要 证 明 解 的 正则 性 是 传播 
的 , an u e C, YV), 其 中 站 是 与 Y 有 自然 联系 的 更 为 正则 的 空 E 间 . 

解 在 有 限时 间 内 的 破裂 这 是 与 整体 存在 性 相反 的 情形 .人 们 证 明 存 在 Tx < 00 
使 得 ( 1.4.2) 的 解 当 t 7 T+ 时 在 一 定 的 意义 下 破裂 , 如 lult) 一 oo 等 . 在 这 种 情 
形 人 们 就 会 关心 解 的 奇 性 的 性 质 、 结 构 或 剖面 以 及 其 产生 机 理 、 时 间 和 位 置 等 问题 . 
注 1.4.2 对 于 上 述 所 研究 的 每 个 问题 ,我们 能 讨论 小 初 值 的 情形 , 小 初 值 能 延缓 非 线 
性 的 影响 . 我 们 将 会 看 到 如 下 类 型 的 命题 : 存在 e > 0, 使 得 当 ||uollx <e 时 上 述 的 
一 个 或 另 一 个 性 质 成 立 。 

2. 解 关 于 时 间 的 渐 近 性 态 , 散射 理论 

当 Cauchy 问题 ( 1.4.2) 是 整体 适 定 时 , 我 们 可 以 研究 解 在 t 一 oo 时 的 性 态 . 

这 样 的 问题 的 一 个 研究 方法 是 : 人 们 试图 用 一 个 更 简单 的 问题 的 渐 近 性 态 来 刻画 所 研 
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究 的 解 的 浙 近 性 态 , 这 种 更 简单 的 问题 的 一 个 明显 的 代表 是 对 应 的 线性 方程 
ðu = Lu. (1.4.3) 


因此 ,比较 (1.4.2) 和 (1.4.3) 的 解 的 渐 近 性 态 , 这 就 导致 了 如 下 两 个 问题 : 

1. 给 定 (1.4.3) 的 一 个 解 v+, 其 初始 条 件 v+ (0) = uy, 是 否 存 在 ( 1.4.2) 的 一 
个 解 4, 4 t 一 十 co 时 , 在 一 定 的 意义 下 , 以 u(0) = wo 为 初 值 解 渐 近 于 v+? 例如 在 
如 下 意义 下 当 t 一 +00 时 ， 


lu(t) — v+ (tx — 0. 


对 于 满足 上 述 性 质 的 w+ 的 集合 ,我 们 可 以 定义 波 算 子 Qj4, 使 得 OL : u4 一 uo. 对 
于 上 一 一 oo 的 情形 我 们 可 以 同样 的 定义 Q- :4_ uo. 
2. 给 定 ( 1.4.2) 的 一 个 解 u, 是 否 存 在 (1.4.3) 的 一 个 解 va 使 得 当 t 一 too 
时 分 别 与 u 的 渐 近 性 态 相 同 ? 如 果 对 于 所 有 的 uo (E X) 都 有 这 样 的 性 质 我 们 称 之 为 
(在 X 中 ) 渐 近 完备 . 这 是 一 个 非常 强 的 性 质 , 仅 在 一 些 特殊 的 情形 知道 . 在 这 种 情形 ， 
就 没有 孤立 波 存在 . 如 果 是 这 样 , 我 们 就 可 以 用 (1.4.3) 的 解 的 渐 近 性 态 来 对 (1.4.2) 
本 书 中 将 不 涉及 这 一 部 分 的 内 容 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 的 文献 和 书籍 . 


1.4.2 ”两 个 常用 的 研究 方法 


1. 压缩 映射 原理 ”考虑 方程 ( 1.4.2), 对 于 小 振幅 问题 , 我 们 可 以 将 它 看 成 是 对 
应 的 线性 系统 的 一 个 扰动 或 扰动 ， 则 非 线性 项 就 可 以 看 成 是 一 个 误差 项 . 解决 该 问题 
的 一 个 有 效 方法 是 通过 对 应 线性 方程 的 基本 解 将 其 转化 成 与 之 等 价 的 一 个 积分 方程 . 
这 样 , 我 们 将 有 更 多 的 办 法 在 所 考虑 的 函数 空间 中 作出 所 需 的 各 种 估计 .也 可 以 用 泛 
函 的 方法 来 解决 问题 . 为 此 ， 设 方程 ( 1.4.2) 中 的 工 在 一 个 Hilbert 空间 H(i L?) 
Pee Beer (L = 一 L*) 情形 .在 一 定 的 条 件 下 我 们 可 以 定义 一 个 单 参 数 群 
U(t) = exptL, 称 之 为 自由 群 , 则 我 们 可 以 由 下 面 的 积分 方程 


u(t) = U (t)uo +/ U(t —t’)f (u(t’))dt’ 


来 代替 Cauchy 问题 ( 1.4.2). 这 就 将 原 问 题 转化 为 一 个 算 子 的 不 动 点 问题 . 上 式 的 第 
一 项 是 对 应 齐 次 方程 的 解 ， 而 第 二 项 则 是 非 齐 次 方程 满足 零 初 始 条 件 的 解 。 后 一 项 所 
对 应 的 算 子 可 以 看 成 是 Duhamel AF. 设 L 是 一 个 映 给 定 函 数 u 到 Cauchy 问题 
(1.4.2) 解 的 算 子 , 满足 


(2 — L)(Lu) = f(u), u(0) = uo. 


或 
Liu unin + ( — LY! f(u). 


显然 , L 的 不 动 点 就 是 问题 的 解 。 


.18. 非 线 性 波动 方程 


说 明 这 样 的 映照 在 适当 的 拓扑 之 下 不 仅 是 连续 的 , 而 且 是 从 某 完备 度量 空间 ( 通 
常 是 用 Banach 空间 的 闭 球 ) 到 自身 的 一 个 压缩 映照 或 Lipschitz 常数 严格 小 于 1 的 
Lip 上 映照. 不 动 点 的 存在 性 就 来 自 于 压缩 映照 原理 . 这 样 的 方法 的 一 个 副产品 是 可 以 自 
aan 性 以 及 对 应 于 线性 解 的 稳定 性 和 人 解 关 于 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ， 

少 在 所 考虑 的 度量 空间 是 如 此 . 

在 实际 的 操作 中 ， 人 们 常 取 定义 在 某 带 形 时 空 区 域 [0, T] x R” 中 满足 一 定 条 件 
的 函数 构成 的 Banach 空间 X 来 存放 解 u, 取 这 样 的 元 素 4 在 非 线 性 映照 f 下 的 像 
所 在 的 Banach SEA Y. 如果 我 们 定义 完备 的 度 其 空间 X 中 的 一 个 闭 球 , 则 在 对 初 
始 条 件 的 适当 的 要 求 下 , 我 们 可 通过 应 用 线性 估计 


I -L Flix < Collfily: 


非 线 性 估计 
[flly < Callullx 
以 及 
lF) — Fwy < Cilu — vllx, 

容易 证 实 这 样 的 映照 C 在 上 述 闭 球 中 有 了 唯一 的 不 动 点 . 为 使 映照 具有 压缩 性 就 得 要 求 
其 中 的 常数 Co, C1 的 乘积 小 ， 如 CoC1 < 1/2 等 . 这 样 的 小 性 常常 来 自 于 初 值 的 小 
性 , 时 间 区 间 即 T 的 小 性 , 或 这 两 者 的 组 合 等 。 

获取 这 样 的 估计 的 基本 出 发 点 是 基于 方程 的 不 变性 质 . 经 典 方法 往往 是 利用 能 基 
不 等 式 以 及 Sobolev 不 等 式 . 这 样 解 的 存在 区 间 就 依赖 于 高 正则 的 初始 范 数 wo || zs Rn) 
而 不 是 能 基 自 身 这 样 低 的 范 数 。 这 对 我 们 考虑 解 的 长 时 间 性 态 带 来 困难 ， 因 为 这 样 高 
的 正则 性 往往 很 难得 到 控制 。 为 减低 正则 性 的 要 求 ， 对 于 发 展 型 方程 人 们 就 利用 能 
捕捉 更 多 的 色散 性 效果 的 Strichartz 估计 来 取代 Sobolev 不 等 式 . 例如 对 于 波动 方 
程 在 经 典 方法 中 我 们 往往 要 求 估计 形 如 fy lðulzeds 这 样 的 量 。 用 Sobolev 不 等 
式 Oullizw < Cllullas, s > F +1, 人 允许 我 们 得 到 对 小 的 +， 上 述 不 等 式 的 右 端 可 
由 初 值 等 项 的 Hs 来 信 计 ， 但 这 样 的 其 能 在 Strichartz 估计 |Oullr2c2(o,7)xr) < 
C|lu[O}|lzscany), s > 2E, 的 帮助 下 控制 得 更 好 ,可 导致 克 阶 导数 的 争 得 . 这 就 导致 
了 一 个 自然 的 问题 ， 初 值 函数 的 正则 性 是 否 还 可 以 降低 ? 使 得 问题 的 解 具有 存在 唯一 
性 的 最 低 Sobolev 正则 性 是 什么 ? 这 实际 上 导致 了 近 二 十 多 年 来 研究 低 正 则 问题 的 热 
潮 . 当然 ， 研究 低 正则 性 问题 不 仅仅 是 为 回答 上 面 的 问题 ,在 研究 解 的 奇 性 佑 计时 也 
许 要 好 的 低 正 则 性 理论 ; 方程 的 一 些 重 要 结构 特征 如 Hamiltonian Æ, YER., JE 
与 低 正 则 的 Sobolev 空间 相 联 系 , 为 了 利用 这 些 重要 的 特征 也 要 求 有 好 的 低 正则 

C, 如 果 有 较 好 的 低 正 则 框架 , 将 局 部 解 延 拓 到 整体 则 会 比 高 正则 情形 更 容易 ， 特 
别 是 如 果 能 在 与 守 全 量 相 适应 的 写 间 成 标尺 度 变换 不 变 的 全 问 中 研究 更 是 名 此 

在 非 线 性 色散 型 方程 或 波动 方程 的 研究 中 ， 如 果 模 型 方程 中 的 非 线性 项 不 含 未 
知 函 数 的 导数 ， 利 用 Strichartz 估计 就 可 以 得 到 满意 的 理论 . 然而， 对 于 包含 导数 
的 方程 ,要 建立 由 解 所 在 函数 空间 的 范 数控 制 非 线 性 函数 所 在 空间 范 数 的 估计 会 有 困 
难 ,因为 在 这 种 情形 非 线性 空间 的 正则 性 要 比 解 空间 的 正则 性 要 低 一 阶 导数 . 要 想 从 
Duhamel 算 子 “恢复 ”这 阶 导 数 的 损失 , 仅 由 Strichartz 估计 一 般 来 说 是 不 可 能 的 . 
为 此 得 引入 更 细致 的 函数 空间 , 或 技术 以 更 有 效 地 获取 光滑 性 效果 . 一 个 非常 有 用 的 
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工具 是 Fourier 限制 范 数 空间 XO? 的 发 展 . 这 样 的 空间 对 色散 和 波动 方程 所 处 的 地 位 
与 Sobolev 空间 对 椭圆 型 方程 所 处 的 地 位 是 一 样 的 . s 和 "分 别 度量 解 的 “椭圆 ”和 
“色散 ”正则 性 , 这 样 的 空间 完全 能 捕捉 Duhamel 算 子 的 正则 性 效果 . 但 这 样 的 空间 
也 只 适合 于 次 临界 的 情形 ,对 于 临界 的 情形 它 也 不 适用 . 问题 与 Sovolev ZARA 
LO 时 在 端点 失效 的 情形 相似 . 不 过 有 结果 表明 可 以 用 Besov 空间 等 加 以 改造 解决 这 
一 困难 ， 

在 扰动 方法 的 执行 过 程 中 可 知 , 这 种 方法 似乎 并 不 能 反映 非 线性 的 符号 所 产生 的 
效果 . 这 说 明 这 样 的 方法 在 超 临 界 聚 焦 型 非 线 性 方程 情形 是 失效 的 . 

我 们 知道 在 处 理 长 时 间 、 大 初 值 问题 时 挑动 方法 就 不 再 适用 , 但 可 以 与 非 扰动 方 
法 , 如 守恒 律 、 单 调 性 公式 , 方程 的 代数 变换 等 结合 起 来 使 用 . 一 个 解 的 整体 控制 常常 
可 以 通过 用 扰动 技巧 和 非 扰动 手段 结合 起 来 . 扰动 理论 可 以 保证 解 在 某 个 积分 有 界 的 
前 提 下 有 良好 的 性 态 ， 而 非 扰动 理论 可 以 保证 这 样 的 解 在 仍 有 良好 的 性 态 的 前 提 下 的 
积分 控制 的 继续 有 效 性 . 所 以 它们 通力 合作 就 能 取得 更 好 的 效果 ， 

2. 紧 性 方法 所 谓 的 暴 性 方法 的 基本 原则 是 我 们 用 不 同 的 有 逼近 方法 (如 用 各 种 迭 
代 方 法 、 将 方程 正则 化 的 方法 、 粘 性 方法 、 离散 化 方法 等 ) 来 构造 所 给 问题 的 一 族 通 近 
fe, 利用 方程 的 一 些 守恒 律 来 获得 解 的 先 验 估计 ， 以 证 明 所 构造 的 解 在 一 个 固定 的 紧 
集中 ,然后 利用 泛 函 分 析 中 的 紧 性 结论 (如 Ascoli 引 理 ， 弱 紧 性 定理 等 ) 抽取 一 个 收 
敛 或 弱 收 敛 的 子 列 得 到 一 个 极限 . 我 们 知道 在 弱 收 敛 意义 下 的 连续 性 是 不 能 得 到 保持 
的 , 但 可 证 明 这 样 的 弱 极 限 在 某 种 意义 下 是 强 收敛 的 且 极 限 函 数 在 一 定 意义 下 满足 原 
方程 . 这 样 的 极限 函数 就 被 称 为 弱 解 . 在 不 同 的 意义 下 就 可 定义 不 同 的 弱 解 . 紧 性 方 
法 常常 是 非常 有 效 的 ， 即 使 是 大 初 值 、 超 临界 情形 也 是 . 这 种 方法 一 般 给 出 了 解 关 于 
时 间 的 整体 存在 性 , 但 没有 唯一 性 . 唯一 性 得 另外 证 明 . 用 这 种 方法 的 缺陷 是 即使 所 
给 问题 的 初 值 是 光滑 的 , 但 所 得 到 的 解 往往 是 低 正则 的 。 我 们 仅 知道 在 弱 意 义 (分 布 ) 
下 能 解 这 样 的 方程 . 在 这 样 弱 的 意义 下 , 方程 的 弱 解 满足 常常 不 再 是 一 个 守恒 基 而 是 
会 被 一 种 不 等 式 来 代替 . 所 以 用 这 种 方法 的 一 些 附 加 的 工作 是 提升 解 的 正则 性 , 证 明 
解 的 唯一 性 等 , 但 这 往往 是 非常 困难 的 . 
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这 一 章 我 们 将 介绍 在 现代 偏 微分 方程 学 习 或 研究 中 经 常 遇 到 的 一 些 分析 基 础 , 并 
不 限于 本 书 所 需 的 范围 ,其 中 的 一 些 概 念 或 记号 均 是 通用 的 ， 所 以 在 应 用 的 过 程 中 就 
不 一 定 作 说 明 或 解释 . 所 涉及 的 大 部 分 内 容 是 经 典 的 ， 我 们 也 相信 读者 已 具备 相关 的 
基础 知识 , 因此 我 们 并 不 要 求 在 内 容 上 的 自 包含 。 
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2.1.1 L 空间 


偏 微分 方程 的 解 通常 可 以 由 积分 算 子 来 表示 或 逼近 . 这 些 算 子 的 重要 特征 是 它们 
可 以 描述 成 在 Lebesgue 空间 L? 上 的 作用 . 如 点 点 有 界 对 应 于 LO 估计 , 能 量 可 由 
D 范 数 来 度量 等 . 此 外 , 为 估计 和 解 的 衰减 性 、 正 则 性 和 非 线 性 干扰 强度 往往 要 求 我 们 
寻找 更 宽 的 可 积 指 数 p (1 < p < 00) 来 描述 . 

LP 空间 的 基本 性 质 在 一 个 集 O 上 给 定 一 个 测度 u, 对 于 1<p< co ,定义 


LP(du) 的 范 数 为 ， 
p 
Ifl = ( Í \F(@)Pau(2)) | 


XF p= oo, 
If lz = esssup|f (x)|. 
ZE 人 


41<p<oo 时 ,赋予 上 述 范 数 的 L?(Q) 是 一 个 Banach 空间 . 当 1 <p<oo 时 ， 
是 可 分 的 . 当 1<p< o 时 , P(Q) 是 自 反 的 , 所 以 其 闭 单 位 球 是 弱 紧 的 .。 

由 范 数 的 定义 立即 可 以 看 出 ,函数 f(x) 的 L 范 数 ， 事 实 上 就 是 使 得 对 于 任何 
z EQ, BAR |f(z)| < lfl- 成 立 的 最 小 实数 . MER f = Cxe, 其 中 C 是 正常 
数 , xE 是 某 具 有 有 限 测度 集合 E 上 的 特征 函数 . X Ifl = CEI, 其 中 的 E| 
是 E BME. 当 了 一 十 co 时 , 它 趋 于 函数 的 高 度 C = 【jz 。 从 直观 上 来 看 ， 对 于 
R” 上 的 L? 范 数 的 有 界 性 , 4 pK, 则 可 以 倾向 于 认为 它 能 排除 函数 所 定义 的 区 域 虽 
不 宽 , 但 很 高 尖 的 函数 . 这 样 的 范 数 刻 画 不 出 函数 在 一 个 点 的 局 部 奇 性 ; A p 小 , 则 可 
以 排除 那些 有 平坦 宽广 的 尾巴 的 函数 ， 即 在 无 限 远 处 没有 足够 衰减 性 的 函数 。 不论 是 
哪 种 情形 ,都 排除 了 既 高 又 宽广 的 函数 , 但 也 均 不 排除 平坦 但 不 宽广 的 函数 . 

由 Young 不 等 式 |ab| < |salp/p + |by/slP /p', p > 1,1/p+ 1/p' = 1, 容易 得 到 
Holder 不 等 式 


eollzaeoy < lule lelo 
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MF u € P(Q), v € LP (Q), p > 1 成 立 . 这 个 不 等 式 可 以 推广 到 N 个 函数 的 情 
BBW Ae LA < pi < +o, (i= 1, N), E i= DN 11 <p +00, M 
TM, fi € (9), E 

IEX Aille < Ballo. (2.1.1) 
由 Hölder 不 等 式 , 对 于 u € L (Q) Nn L?(Q), 立刻 有 


lule < eèu 


EPH p< q< r, 1/g = A/p + (1 -— à)/r,à € (0,1). 
E FER 到 展 的 一 个 凸 函 数 , ECR 是 一 有 界 可 测 集 , 对 于 fe LHE), 有 
下 面 的 Jensen 不 等 式 成 立 : 


F( | toar) < | FEE), 
IE| Je |E| Je 


其 中 的 |E| BE OMe. 
Bue vy SABO MT EB o 有 限 测度 , 上 是 2 x 工 上 的 一 个 可 测 函 数 . 对 
F1< p< œ, Minkowski 不 等 式 为 


| | f(su)dvllnoray) < f IFC Dec dv. 
给 定 一 个 BTA 和 一 个 正 数 a, HAC a) = wf € 2: |f(@)| > 0} ® 


示 由 上 定义 的 分 布 函数 ， 
对 于 1 <p < co, 有 如 下 Chebyschev 不 等 式 : 


A(f,a) < oP If lbp (2.1.2) 
f 的 LP 范 数 可 由 其 分 布 函数 来 表示 . 
J if («)|Pde = f ~ AUP, B)dB =p f PAP adda (2.1.3) 
0 0 


L? 的 原子 分 解 ” 对 于 一 个 满足 A(f,Q) < co 的 可 测 函 数 f, 我 们 可 以 定义 其 非 
HEHE f*(t) = inf{a >0:A(f,a) <t}. BM, f* 是 (0,00) 中 的 非 负 、 非 增 函 数 ， 
另外 , 如 果 A(f,a) 是 严格 增 的 连续 函数 , 则 A(f, a) A, 且 f* = AHS) 我 们 
可 以 说 明 f* 是 一 个 右 连续 的 函数 . 这 样 4*(t) 可 以 等 价 地 定义 为 : a © [fF (t+), f- 
当 且 仅 当 mess{x € Q, |f (x)| > a} <t<mess{x € 0,|f(z) > al}. 如 有 必要 可 以 延 
拓 定 义 , 当 t >mess( 人 2) 时 f*(t) = 0. 对 于 这 样 的 重 排 , 我 们 有 如 下 的 基本 性 质 , 即 如 
果 更 是 定义 在 [0, 00) 上 的 一 个 连续 函数 , 则 所 更 (|f(z))dz = [PS B(j*(t))dt. 
特别 地 ,|fl?dz = fo°(f*())Pdt. 这 意味 着 L? 是 一 个 非 增 重 排 不 变 的 空间 ， 
命题 2.1.1 (LP 的 原子 分 解 ). wl<p<oo, the fel? 能 写成 


f(x) = 》 esha(a), 


入 E22 


其 中 这 些 hy 有 不 交 的 支 集 ,和 J(Suppha) SA, hale) < ATM? eal? ~ IFE. 
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证 明 i f* 是 的 非 增 重 排 f*(A) = inf {a: A(f,a) <A}. MAM f* 的 定义 ,我 
们 有 
FA) <a = Af,a) <A (2.1.4) 


4 ex = AP F(A) 和 


h(x) = cy f(z), mE A < |f(z)| < fr), 
we V0 否则 . 


由 构造 hale) < ATP 和 (2.1.4), RATA 
u(Supphy) < A(f, f*(2A)) < 2A. 


当 f*(2A) <a < f*(A) 时 , 从 (2.1.4) 可 得 A(f,a) © A, 我 们 利用 公式 (2.1.3) 发 现 


| Haas Sef. A(f,a)aP~ web ro a?! da 


f* (2A) 


DME oy ~ MO P= Sid 


入 


I 


Hardy 不 等 式 利用 Jensen 不 等 式 和 Fubini 定理 可 以 证 明 下 面 的 Hardy 不 等 
式 : 

设 1< p< œr > 0, f Æ (0,00) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 对 于 F(z) = 
1 fy f(t)dt,2 > 0, 有 不 等 式 


[ F(z)z? ‘dz < ( Cyf n f(T det 
0 


下 面 介绍 一 个 类 似 于 Ascoli 引 理 的 L? 空间 的 紧 性 定理 . 
定理 2.1.1 LP?(R") 中 的 有 界 序列 {uj}, 1 之 p< co,， 若 满足 
1) 对 于 任 高 给 定 的 E > 0, 存在 Re), 使 得 fine ludr <e 对 所 有 的 了 成立 
2) 对 于 任意 给 定 的 e > 0， 存 在 5 > 0, 使 得 如 果 | 有 | <ó, 有 fon lujt +h) 一 

uj(a)|Pdx < e; 

则 存在 子 序列 在 LPR”) 中 强 收敛 于 uc LPR”). 

证 明 我 们 只 要 证 明 对 于 每 个 a > 0, 能 分 解 uj = 0; + w; E wll <a. Mv; 
中 可 选取 子 序列 收敛 , 仍 记 该 子 列 为 vj, 对 于 子 列 wj; 就 有 lim; y>ollu -uyli < 2a, 
再 从 选取 了 的 子 序列 出 发 , 用 a/2 取代 a 重复 这 一 过 程 , 如 此 继续 , 然后 取 对 角 线 子 
序列 得 一 个 Cauchy 序列 . 

设 0 € CER”) 使 得 0 < 6 <1, 满足 当 |z| < Re) 时 , O(c) = 1. 选取 
vj = buj, wy = (1 一 9)u;。 注意 到 条 件 1) P lwl < e, 由 于 moj 一 vj = 
(Th 一 O)T pu; + O(T,U; 一 uj), [TRO — A|| Lo < Mjh], 我 们 有 vj 在 LP(R”) HAR, 其 
支 集 在 一 固定 的 有 界 集中 且 满 足 条 件 2) 
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uj 满足 条 件 2) 并 且 其 支 集 在 一 个 有 界 集中 , vj = uj * Js, wj = Uy — Uy * Js, 
其 中 Js 是 标准 的 磨 光 子 。 由 于 v; 是 支 集 在 一 个 固定 的 有 界 集中 Lipschitz 函数 的 有 
界 序列 , 用 Arela-Ascoli 引 理 即 得 . 由 于 w;(x) = fon Js(y)(uj(y) — wj(z — y))dy, 
有 lzllzz < fen Js(y)lluj 一 mollzzdy < e. 
注 2.1.1 多 数 紧 性 定理 来 自 于 基本 的 Ascoli 引 理 。 如果 un 是 一 个 可 分 的 紧 度 量 空 
AX LAR BRAD, WED ZE 瑟 ， 我 们 能 选取 一 个 收敛 的 子 列 。 由 对 角 线 
法 则 , 这 能 对 可 数 稠密 子 空间 中 的 成 立 。 如果 我 们 假设 序列 在 每 个 点 上 是 等 度 连 续 
的 ， 则 可 延 拓 到 其 他 的 点 。 


2.1.2 Fourier 变换 


关于 Fourier 变换 ， 我 们 假设 读者 是 已 知 的 ,为 方便 我 们 做 简单 的 回顾 . 设 /< 
LI(R"), H f E Ff i f Wy Fourier 变换 


fle) = f Fedr 
设 S 是 速 降 函数 空间 ， 即 
S(R")= {f eC™(R") :I0° f(x)| < Con(l+ P Va, N}. 


Fourier EAT OBRANE: Gaussian RĀ% et 在 相差 一 个 常数 之 下 


是 不 变 的 , Be = (2r) E, mR f eL, m f 是 一 致 连 续 的 , 且 fe 
Co(R"); Dju = €i, Hu = —Dja. 

Fourier 变换 将 物理 空间 与 频率 空间 之 间 建 立 起 了 一 种 对 应 关系 . 它 将 物理 空间 
的 平移 变换 7hf(z) = f(z — h) 变 为 频率 空间 的 一 个 旋转 . 即 ， 


Ta F(E) = etd) FE); 
反 过 来 ,又 将 物理 空间 的 一 个 旋转 变 为 频率 空间 的 平移 变换 ， 
eiia) f(z)(€) = m Ô. 


Fourier 变换 将 物理 空 = TaD Mi RR 应 于 频率 空间 的 对 偶 伸 缩 . 具体 地 , ae L Zé R E 
的 可 道 线 性 变换 ,S = (L) 是 其 转 置 道 , 则 


folk = |detL} hf oS. 
例如 ,如 果 A 是 一 个 非 蜡 的 具 正 定 实 部 的 对 称 阵 ， 则 


n/2 
ec-(4zz)/2 一 (27) / @ (A1E8)/2 
J |det A| 


特别 地 ， 如 果 工 是 一 个 旋转 ,， 则 foL = fos, MR Lz = Aiz,(A > 0), 则 
Fo LE) = MFA; 4n=1 Bt, FA!) = ASO). 这 等 式 可 以 解释 为 物理 空间 
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保持 高 度 (LO 范 数 ) 的 一 个 伸缩 对 应 到 频率 空间 的 是 保持 质量 (L! 范 数 ) 的 伸缩 . 如 
果 我 们 选择 伸缩 变换 f(z) =A), 则 在 L 范 数 的 意义 下 物理 空间 和 频率 空间 
有 同样 的 伸缩 方式 . 从 上 面 的 性 质 也 可 以 看 出 ,一 个 函数 在 频率 空间 的 衰减 性 与 其 对 
应 物 在 物理 空间 的 正则 性 之 间 有 着 密切 的 联系 , 我们 可 以 在 Sobolev 空间 这 一 节 中 具 
体 地 看 到 这 一 点 。 

Fourier 变换 是 S 上 的 一 个 同 构 变 换 . 对 于 f € SR”), Fourier 道 变换 公式 成 
立 。 


fla) = (2m) 上 ei Fe)d (2.1.5) 


对 于 f,g € S, WA Paseval 关系 式 f fg = (2r) ” f fade 成 立 , 特别 当 f = g 时 说 
明 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 Fourier 变换 在 L? 中 等 距 ， 这 被 称 为 Plancherel $x; 
下 式 表明 物理 空间 中 的 乘积 对 应 于 频率 空间 的 卷 积 ， 而 物理 空间 的 卷 积 对 应 于 物理 空 
间 的 乘积 : fxg = fo, fo = (Qn) "fxg. 

另外 , Paley-Wiener-Schwartz 定理 告诉 我 们 : 一 个 缓 增 分 布 u 是 小 于 或 等 于 N 
阶 的 且 支 集 在 一 个 半径 为 R 的 球 中 的 充 要 条 件 是 : 其 Fourie 变换 是 全 纯 的 且 存 在 一 
个 常数 C, 使 得 

A(O] < CQ + CDN eR 


RSL. 
2.1.3 插值 理论 


插值 理论 的 一 个 基本 思想 不 难 从 如 下 的 基本 不 等 式 
Ilze < HAHA 


可 以 看 出 . 它 意 味 着 人 们 可 以 用 两 头 的 范 数 来 控制 中 间 的 范 数 . 不 难看 出 ， 这 样 的 理 
论 一 定 是 一 个 既 强 有 力 又 方便 的 工具 . 

在 这 一 节 我 们 将 介绍 抽象 的 插值 理论 ， 在 此 之 前 我 们 先 介绍 几 个 经 典 的 插值 结 
R, 可 以 说 是 作用 在 Z2 空间 上 的 线性 算 子 的 一 般 插值 结 果 , 它 基 于 对 条 形 区 域 D = 
{z EC:0<Rz) <1} 的 一 些 最 大 模 定 理 , 我 们 将 用 Apc(D) WE D 的 闭 包 上 连 
续 有 界 及 在 D 上 解析 的 函数 集合 . 

引 理 2.1.1 (三 线 引 理 ) 设 f © Apc(D), 使 得 


|f(O + 2b)| < Mo,lf(l1+ib)| < Mı 
对 bE 眉 成 立 , 则 对 所 有 O<a<1l#bER, 
|f(a + ib)| < MYO Mf. 


为 介绍 Stein-Riesz 插值 定理 , 我 们 先 回顾 一 个 解析 算 子 族 的 概念 : 
定义 2.1.1 假设 我 们 有 一 族 线 性 算 子 T,,2 € D, 具有 下 面 的 性 质 : (1) Te 将 简单 
BARATA AZ, (2) 对 任何 一 对 简单 函数 fog, 映照 zi [g(x)Tyf (zx)dzx € 
ABc(D). 则 我 们 说 {Thep 是 一 个 解析 算 子 族 。 
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注 2.1.2 在 前 面 的 定义 中 将 简单 函数 选 为 试验 函数 的 理由 是 由 于 它们 在 L, pc [1, 00)， 
PAE 
定理 2.1.2 RT, 是 一 解析 算 子 族 且 对 每 个 bE 区 存在 正常 数 Mo, M 使 得 


Tin f lea < Mollf lireo, Tiafa am 


1 < qo, po, qı, pı < co, MAF zH=atibe D, T, 可 以 延 拓 到 从 LP 到 LI 的 一 个 
BRHF, 且 
Te f lle < Mg MTI., (2.1.6) 


1 _ l-a a l — l-a a 
其 中 pp tpg 十 a 


证 明 由 对 偶 性 ， 我 们 得 证 明 对 每 对 简单 函数 f, 9, flle = lloll =1 


| J g(x)T. f (x)dz| < MIM? 


成 立 . 固定 这 样 一 对 f, 9 且 考 虑 相关 的 简单 函数 族 (解析 ) 


1 


Fa) = EET Ha), gee) = I(x) 7 


g(x), 
其 中 p(z),q'(z) 满足 指数 关系 a) = t+ aS = 和 +é. 这 里 我 们 使 用 约 
Æ 1/ce = 0， 特 别 地 ， 如 果 po = pi = œ M p = p(z) = oo = f/， 类 似 地 
g = q = œ, M g = qg(z) = o0,9z = 9。 容易 验证 | /aoc = lf = 
1, gzjljymo'cy = lgliz = 1. 现在 考虑 定义 在 D 上 的 映照 


h(z) = J g-(2)T, fe(a)de. 


从 我 们 的 构造 , 线性 性 质 和 T: 解析 性 不 难看 出 h © 4pc(D). 由 假设 我 们 看 出 对 于 每 
Ay b ER, |h(éb)| < Mo M |h(1 +ib)| < My, 从 三 线 引 理 有 |h(z)| < Mp PO ME, 
特别 有 (2.1.6) 成 立 ， 
我 们 常常 需要 在 已 知 核 K 的 极 少 信息 下 , 通过 了 在 某 函 数 空间 的 大 小 来 估计 形 
如 
THa) = | Ke Wf (Way (2.1.7) 


的 积分 算 子 , 这 种 类 型 的 最 简单 的 结果 是 Young 的 定理 。 
定理 2.1.3 (Young) & K(z,y) 是 一 个 可 测 函 数 ， 对 于 某 个 1 <r < co, AMA 


sup |K (z, -llzer < 1, sup |K We < 1. 
z y 


则 对 于 


1 
1 SPS7r 和 1 十 7 一 十 (2.1.8) 


1 1 
r p 
我 们 有 

IZ Flee S WF lize. (2.1.9) 
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证 明 直接 应 用 Holder 不 等 式 到 T 的 定义 , 我 们 得 到 端点 估计 
IT fl < WF lle. (2.1.10) 
注意 到 其 对 偶 算 子 7* 与 了 有 同样 的 形式 
= J Fl Weta)as 
因此 


上 gz < ligg. 
由 对 偶 性 给 出 另 一 端点 的 估计 : 


(TA < ifile (2.1.11) 


最 后 , 利用 定理 2.1.2, T, =T, (2.1.10) 与 (2.1.11) 之 间 的 插值 得 (2.1.9). 作为 
一 个 立刻 的 推论 , 当 K 是 平移 不 变 时 , K (x,y) = Ke- 幼 ,我 们 就 得 到 众所周知 的 
卷 积 估计 : 
[K * flle < Alor fer, 


当 指 数 1 < p, q,r < co 满足 (2.1.8) 时 成 立 。 

对 于 一 个 函数 f, 比 LP 可 积 性 稍 弱 一 些 的 条 件 是 弱 -L? 性 质 . 
定义 2.1.2 对 于 1 <p < œ, 我 们 说 f ATH -L 的 ， 如果 对 于 每 个 a > 
0,A(f,a) Sav? RÈ. tR p=, Wis -Fee 与 LO 一 致 。 
定理 2.1.4 (Marcinkiewicz 插值 ) 考虑 一 个 算 子 人 上映 妃 上 的 可 积 函数 到 Y 上 的 
可 测 函 数 . 设 了 是 次 可 加 的 , 其 意义 为 |T(f 十 g)(zx)| SITE +T. 

对 于 7 二 1,2 和 1 < pi <p < oœ, 8 T A L”(Z) 映 到 -L(Y), 满足 


A(Tf,a) Saf poe 
则 对 于 任何 PE (pi, po), T oe LP(X) 到 L(Y), 满足 
IT Flle S lfilee, 


证 明 给 定 fe I?(X),a > 0. 将 了 写 为 f= ft Sa 其 中 


f°(z) | i) foe Q, 


n= ORe 


特别 地 ,f°* € L, fa © LP, 
首先 考虑 pz < co. 由 了 的 次 可 加 性 我 们 有 


A(T f, 2a) < ATE, a) + A(T fase) Sa P || foes, + oa P2 || fOyP2, (2.1.12) 


ca 
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应 用 公式 (2.1.3) 得 


fies x)\Pdx 
s/f x) |? aP PA ‘dade + f f | f(x) /P2aP 2! dada 
oa [f(x)|<a 


HE p-pi-1>-l, Bh p-m—-1< -1 8 [SO a-da ~ |f, 
Sa OP PP Nea = |F) P, 这 就 是 我 们 要 的 结论 

在 p = co 情形 下 , 证 明 实 际 上 更 简单 . 由 于 | 了 fo(z)| S falle <a, RIH 
需 注 意 到 |T (2) >> a 意味 着 |Tf*(z)| >> a. 因此 我 们 能 由 


A(TH, ca) < A(T F%,a) Soo Fn 


取代 (2.1.12), 其 中 c 是 某 个 正常 数 . 证 明 如 前 . 

为 介绍 抽象 的 插值 空间 理论 ， 我 们 先 引 入 一 个 框架 . 
定义 2.1.3 设 Ap 和 Ay 是 赋 范 空间 , BHI KRA—PAsH MES E, 使 得 ANA 
和 Aot Ai 有 定义 。 如 果 赋 范 空间 4 满足 如 下 条 件 ,， WAR 4 是 Ao 和 A 之 间 的 一 
个 插值 空间 : Ag NA CAC AtA, 并 且 对 每 个 使 得 40 到 自身 、41 到 自身 连续 
的 从 Ao + Ay 到 自身 的 线性 映照 能 自动 地 成 为 从 A 到 自身 的 连续 映照 . 如 果 存 在 一 
个 常数 C 使 得 对 任何 荆 e L(Ao, Ao) N L(A A1) 有 下 面 的 不 等 式 成 立 


Ia < CITEZ ay ITEA 


WARIS A 是 9 型 的 , 0 <9<1 

获取 插值 空间 的 方法 是 多 样 的 , 不 同 的 方法 可 以 得 到 不 同 的 揪 值 空间 . 但 通常 的 
方法 是 所 谓 的 K- 方法 . 我 们 在 此 简单 地 介绍 一 下 K- 方法 , 这 种 方法 是 研究 如 下 迹 问 
题 的 自然 产物 : 

如 果 u E LP0(0,o0; Ao) 和 u’ € L711(0,oo; A1) 满足 1 < popi < œ, M 
u € C?([0, 1]; Ao + 41). 

据 此 v(0) 存在 , 这 样 一 个 在 0 点 的 取 值 问题 就 是 迹 问 题 . 对 于 入 > 0, 如 果 人 们 
用 u(t?) 来 取代 u(t) W w(O) 不 变 , 因此 人 们 发 现 可 以 考虑 使 得 如 ou © LP°(0, 00; Ao) 
和 tu E L” (0, 00; A1) 以 及 对 于 某 个 参数 集 u(0) 在 在 的 问题 。 
定义 2.1.4 设 Ao 和 Ay RMIT, 连续 地 贮 入 一 个 拓扑 向 量 空间 5, 使 得 我 们 能 
分 别 定义 4o N Ai, 赋予 范 数 lallan: = 一 max{|lal| Ao, lalla, } 和 Ao + Ay, 赋予 范 
% |lall 44a; = infaza fllaollas + ||Aall a. }- 

HF a E€ Ao+ Ai HtE>O 我 们 定义 K(t,a) = inf a=ao +a) {||@ol| 49 +#I|Ail] ay}. 

eFOK<O< Ll Rl < p< wo, 或 对 于 0 二 01 BR p= wo, 我 们 定义 
(Ao, Ai)ep 作为 ae Ao + Ar 使 得 t79K(t,a) € LP(0,00; %) 的 空间 ， 赋 予 范 数 
llallas, 41) p = t7? K (t, @)|| Le (0,c0;dt/t) 

XF t> 0,4 = Kita) 是 一 个 范 数 ， 等 价 于 Aot 41 上 的 范 数 . K(t,a) X 
F t 是 非 减 的 ，K(t,a)/t 关于 t 是 非 增 的 ， 此 外 KK(t,a) KF t AEH, AH 
函数 下 确 界 ， 因 此 是 连续 的 . 对 于 0 < O< LM l<p<q <o, HERRA 
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(Ao, Ai)gp C (Ao, Ai)g,a. 事实 上 , WH 1 <p <co, M to > 0, MF t> to 我 们 有 
K(t,a) > K(to,a), 因此 lalao, Ao > Klto,0)? fo PG = K (to, apige, 给 出 
tI? K (to, a) < Cllall( 0,41)0.,; 这 样 |t? K(t, a) |l 59(0,00;8) < Cllall so. Avep 并 且 由 
Holder 不 等 式 我 们 得 到 对 于 p <q < 00, llallcag Aron = IE K (4, Dllrac,co,4t) < 
Callaoaons 

因为 对 于 a € Ap + Al, 我 们 有 K(t,a) > min{1,t}ljallAo+4 n 这 就 看 到 如 果 
(Ao, A1)op 不 缩减 到 O, VA t’ min{1,t} € L?(0,00; #) 和 如 果 0 <0 或 6>1 空 
间 (Ao, A1)o p 缩减 到 少 在 0=0 或 p<oo,b= 1 情形 也 是 如 此 。 

Lorentz 空间 £°9(Q): Ap = (0), A = L®(9), 对 于 1 <p<w,l< 
q < œ, Lorentz 空间 LPN) = (L1(Q), L(Q))r jpg. 我 们 可 以 说 明 对 于 任何 函数 
fELl'+L”, RA K(t,f) = fy f*(s)ds 对 所 有 上 > 0 成立. 还 可 以 证 明 
命题 2.1.2 对 于 1 <D< co 和 1<9<oco, 我 们 有 ZLPeO) = (LO, L™°(Q)) 1 iy aa 
{f € Li + LOQ, tP f*(t) € L10, 00, $) E [EPF] Lao, at) 是 一 个 等 价 范 数 ， 
特别 地 ， 在 等 价 范 数 意义 下 LPP(Q) = LPM), 或 


十 


flee se 和 Alze， =1 


1 1 
p p 
Lorentz 空间 有 包含 关系 : LPI C LPT CLP Leg <r < co; LPO) 在 等 价 
范 数 下 是 弱 -LP(D) 空间 (存在 一 个 M 使 得 对 Q 的 每 个 可 测 集 E, 有 fp |flde < 
Mmeas(E)/?"), 

LSN) 包含 LPO), 但 也 包含 像 wre 这 样 的 函数 .不 难看 到 , 弱 -L? 空间 和 
Lorentz 空间 都 是 非 增 重 排 不 变 空 间 ， 

我 们 前 面 已 经 说 过 , 不 同 的 方法 可 以 得 到 不 同 的 插值 空间 , 但 这 样 的 不 同 通常 是 第 
二 个 指标 参数 的 不 同 . 通常 的 标尺 平衡 分 析 对 于 Lorentz 空间 的 第 二 指标 往往 是 不 敏 
感 的 . 所 以 我 们 不 能 用 之 来 检验 一 个 结论 的 最 优 性 . 例如 , 如 果 w € L1(R”)+L°(R”), 
入 关 0, 令 U(x) = u(Az),z € R”, W u BESE u = uo + un 满足 wo € LER”) 和 
ul E€ LO(R”) 给 出 U 的 一 个 分 解 UV = Uo + Ui WE OU; (x) = uj (Ar),7 = 0,1, W 
Wollerceny = AI Heollerceny 和 Dllzega = Au lleg, 因此 Kt, U) = 
AJPK (EA u), 由 此 导 得 |U llea (R) = Alul R”), BR 9 并 不 显 含 在 范 
数 变换 的 过 程 中 。. | 


82.2 ”最 大 函数 及 其 应 用 


2.2.1 最 大 平均 函数 


在 LP(R") ,1 <p < oo, 中 的 一 个 函数 f 可 能 具有 非常 坏 的 正则 性 质 ,给 定 一 
个 a > 0, 使 得 |f(z)| > a 的 集合 可 以 仅仅 是 可 测 集 (如 果 p < co, 具有 有 限 测 度 )， 
当然 也 有 正则 性 比较 好 的 函数 . 这 就 促使 人 们 考虑 是 否 可 将 一 个 函数 加 以 改造 使 得 其 
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保持 JLP) 相同 的 可 积 性 , 但 有 更 好 的 局 部 正则 性 的 函数 了 来 取代 原来 的 了 描述 之 . 
例如 , /的 最 大 平均 函数 能 做 到 这 一 点 。 

定义 2.2.1 给 定 了 ”上 的 一 个 可 测 函 数 f, 对 XE€ R”, zB, 是 所 有 中 心 在 2 的 球 
的 集合 . Hardy-Littlewood 最 大 函数 Mf 定义 为 


M f(z) = sup 


1 
= f(y)ldy. 
Beb, |B| a 9) 


如 果 上 确 界 取 在 包含 z 的 所 有 可 能 的 欧 氏 球 BL, 即 Be B(x), 我 们 得 到 非 中 
心 的 最 大 函数 ， 


M,f(c) = sup 而 fa LF@)ldy. 


BeB(2) 


注 2.2.1 ARRAN SBT Mf 和 Mf 是 下 半 连 续 的 .事实 上 ， 以 Muf AB, 
对 每 个 a 二 0, 集 Ea = {x ER", AAAzZ) >a} 总 是 开 的 : 如 果 工 E Ba 则 存在 包含 
x 的 开 球 B 使 得 


5 f, fay > a (2.2.1) 


这 也 意味 着 Muflu) > Q 对 每 个 YEB 成 立 . 因此 , BCE. 由 三 角 不 等 式 我 们 也 
看 到 fro Mf 是 次 可 加 的 算 子 . 


M(f + 9)(z) < MI(z) + Mg(z) (2.2.2) 


以 及 
Mf < Muf(x) < 2°Mf. (2.2.3) 


平均 过 程 可 以 改善 局 部 正则 性 , 但 由 于 取 了 上 确 界 , Mf 是 否 保持 三 的 可 积 性 不 
详 . 如 果 了 是 本 性 有 界 的 , M 用 RARE 


IM fine < Ne (2.2.4) 
但 如 果 f 是 一 个 可 积 画 数 ， 并 不 能 得 到 M 是 可 积 的 , 例如 , 取 f= 二 xB EL xz 
是 一 个 球 上 的 特征 函数 , 则 M jz) > A+ BRA L1 中 ,所 来 的 是 , BAH 
数 仍 然 保留 了 了 的 可 积 性 的 大 多 数 的 信息 ， 
定理 2.2.1 如 果 fell, H Mfe HL. 这 是 在 对 Qa > 0, 有 
1 

|Eal = A(Mf(x),a) S zf: (2.2.5) 

的 意义 下 来 说 的 , 如 果 SEL 1 <p<co, H MfE LP BAMA 


M flle < fler-. (2.2.6) 


证 明 第 二 部 分 来 自 于 第 一 部 分 和 最 大 算 子 的 L” 有 界 性 以 及 Marcinkiewicz 插值 
定理 2.1.4. 因此 我 们 仅 需 证 明 (2.2.5), 
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设 f € LD, Me w > 0. 由 注 (2.2.1)， 我 们 能 找 出 一 族 球 8 = {B}， 使 得 
Ea = Uses, 和 每 个 球 B 满足 (2.2.1). 如 果 这 些 球 都 不 相交 , 则 容易 得 到 结论 ,因为 
在 这 种 情形 


1 1 
Ea| < Bj < 一 dy < — dy. 
LED E [iol vif oly 
在 一 般 情 形 ,这 些 球 并 非 不 交 的 , 为 此 我 们 得 更 小 心 些 . 设 K 是 Ea WAFS, ME 
B 中 选取 有 很 多 个 子 球 B' 覆盖 K 是 可 能 的 . 应 用 我 们 将 要 证 明 的 引 理 2.2.1, 能 在 
B 中 选取 另外 一 个 有 限 子 族 BY, 互 不 相交 , 使 得 
Umes BS So 1B" 
BreB" 

则 同上 面 的 过 程 有 i 

IKI S Šf, 
取 所 有 可 能 的 紧 子 集 K 上 的 上 确 界 ,我 们 最 后 得 到 (2.2.5). 


引 理 2.2.1 设 B1,… ,BN 是 及” 中 一 个 有 限 的 球 族 ， 则 可 以 选取 一 个 子 族 Bj,*…， 
Bju, M < N, ETAŽ, 使 得 


M 
[URL Bil < 2 Bi, (2.2.7) 
f k=] 


证 明 设 我 们 已 对 球 按 半径 非 增 的 方式 排列 ,71 So > SN. RH = 1  B;, 
是 半径 为 最 大 的 球 , 则 可 归纳 定义 jx+1 是 与 前 面 已 经 选 定 的 球 Bjt , By, 不 相交 
的 球 By 中 的 指标 最 小 的 一 个 ,如果 没 有 这 样 的 球 就 停 在 第 及 步 . 由 这 样 的 构造 ,我 
们 有 每 个 球 By 交 Bipi < Tk 中 的 一 个 球 , 因此 Bi C Blzy,, 375), 这 意味 着 


M 


[Ua Bil < (URL: BCE 3r) <3" > Bal- 
k=1 
如 果 函 数 f 是 连续 的 , 则 显然 有 
. 1 加 
lim )Blz,r)\ i f(y)dy = f(x) (2.2.8) 


作为 定理 2.2.1 的 一 个 应 用 , BR PTE THe LI TE OT J Pa TR R RAR.. 
推论 2.2.1 (Lebesgue 微分 定理 ) oR fe Li .(R"), Ml (2.2.8) 对 几乎 每 个 r 部 成 


证 明 ”由 于 叙述 是 局 部 的 , RRE f cL’. 设 A, 是 由 


A, f(e) = ]B(zml: f f(yay 


B(z,r) 
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定义 的 平均 算 子 . 证 明 分 两 步 : 第 一 步 证 明 当 7 一 0 AS EL 中 趋 于 f ,然后 第 
二 步 只 要 说 明 极 限 lim A, f(x) 几乎 处 处 存在 . 

对 于 第 一 步 ， 给 定 e > 0, 我 们 总 能 找到 一 个 一 致 连续 的 函数 9 在 L 中 收敛 于 
f, 且 有 4.f 一 Argllit < If- gll <e 关 于 > 是 一 致 的 . 则 由 g 的 一 致 连续 性 , 我 
们 知道 当 7 一 0 时 4r9g 一 9 在 万 中 成 立 , 因此 存在 一 个 re 使 得 


[Arf = fila < [Arf — Arglr + l|Arg — gllt + If — gll: < 3¢ 


对 7 < re 成 立 。 
第 二 步 , 定义 一 个 L 函数 的 振荡 


Qf(xr) = lim sup A, f(z) 一 lim inf A, f(x) 


这 是 一 个 次 可 加 算 子 , OF +9) < OF +29, 且 由 最 大 函数 算 子 这 是 有 界 的 , Qf < 
2M f. 此 外 ,连续 函数 的 振荡 为 0. 如 果 9 是 一 个 在 L 中 收敛 于 f 的 连续 函数 ， 则 
我 们 有 

Qf SAF — g) + Qg = QF — g) < 2M(f — g9). 
现在 我 们 可 以 用 最 大 函数 的 弱 L! 性 质 , 对 于 任何 正 的 a 我 们 有 


[iz : Qf (x) > a}| < Hz : M(F —g)(x) > a/2} < Ly ~ gl. 


由 于 |S- gll 能 任意 小 , 我 们 得 到 S 的 振荡 是 正 的 点 的 集合 是 零 测 度 的 ， 

注 2.2.2 Lebesgue 微分 定理 允许 平均 在 比 一 族 半径 收敛 于 零 的 球 族 更 一 般 的 集 族 上 
RRR, 例如 ， 考虑 包含 r 的 非 中 心 方 体 Qe, 其 边 长 ôk HK OMKATR, 由 
于 每 个 Qe 包含 在 一 个 中 心 为 r, PAA Vn6k 的 球 族 B 中 , 对 非 中 心 方 体 的 最 大 值 
函数 Mug, TH TnVN M 来 控制 . Wag 可 以 作为 对 于 关于 非 中 心 方 体 的 振荡 的 上 
界 . 如 同 推论 2.2.1 的 证 明 , 我 们 得 到 fele) = |Q fo, F(y)dy UF arabe a. A 
了 看 到 极限 点 事实 上 就 是 f(r), 我 们 可 以 取 一 个 特殊 的 方 体 序列 ,中 心 在 了, 通过 C0 
函数 的 逼近 , 我 们 证 明 limp soo [fe — Flle = O 和 几乎 处 处 收敛 性 成 立 ， 


2.2.2 分 数 次 积分 


wT 是 作用 在 定义 于 下 ”上 的 积分 算 子 , H k 如 同 (2.1.7)。 如 果 我 们 仅 有 的 
关于 k(x,y) 的 信息 是 如 下 的 衰减 估计 , 即 对 某 个 7 > 0 成 立 ， 


kæ y] S je — yl. 


则 Young AX, 定理 2.1.3 , 并 不 允许 我 们 得 到 一 个 关于 TS ORT, AF 
lT 刚好 不 在 LO p, 然而 , 卷 积 有 磨 光 性 质 , 这 意味 着 包含 在 下 面 的 重要 定理 中 
的 正面 结果 成 立 . 这 个 结果 最 早 由 Hardy 和 Littlewood 对 = 1 证 明 的 ,然后 由 
Sobolev 推广 到 n> 1, 
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定理 2.2.2 (Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ) 设 0<yY<n 和 1<p<g<o% 
使 得 
, (2.2.9) 
则 

I] 177 * Flle S IIl). (2.2.10) 
证 明 我 们 能 将 带 有 奇异 核 的 卷 积 分 成 两 部 分 : 


- jz 一 切 f f(z- y) 
-| 一 7 一 d dy. 
PF) fa wr + ier WP ” 
由 Holder FÆR, 我们 可 以 简单 地 估计 第 一 项 ， 


‘Jy p < liec) a a S RP fle 
y|> y| 


其 中 需要 可 积 性 条 件 7p >n, 由 (2.2.9) 知 等 价 于 q<. 
对 于 第 二 部 分 我 们 围绕 奇 性 进行 二 进 分 解 , 得 到 一 个 由 最 大 函数 给 出 的 估计 . 


f(z —Y) fæ- yla 
nce yl ful < D fyen iy 


< 1 
SIERS Jaap ETD 


< XCO FR)IMf(2) ~ RIM f(z) 
k=0 


其 中 我 们 要 求 y <n, BBEA T BERILA RR S. 
在 这 一 点 我 们 已 经 发 现 对 每 个 x € 民 ” 和 每 个 R > 0， 


||? * f(@)| S RPO re + RM f (2). 


我 们 优化 这 个 不 等 式 的 选取 , 对 每 个 z, 选取 半径 R= R(X), 使 得 右边 的 两 项 是 相等 
的 ， 
R” jl = RM f(z). 


a (Afl \”” 
R(z) = GH) : 
由 于 (n— y)p/n=1-p/q, 我 们 有 


ITE) < IF MFE. 


Bp 


然后 在 上 式 两 边 取 L? 范 数 ， 


_P PB 
IT f(o)llce S flee MEEN 
如 果 p > 1, 我 们 用 对 最 大 函数 (2.2.6) 的 估计 就 能 得 到 结论 


第 二 章 ”分析 基 础 :33 


注 2.2.3 应 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 我们 给 出 Sobolev A fllLs S 
|Dfllte, 对 于 二 人 一 1 在 非 极 端 区 域 p > 1 的 一 个 非常 简单 的 证 明 ， 
设 f € C98*. 对 于 每 个 单位 向 量 w, RNA 


f(z) = -f < fle + rw)dr. 


因此 , 在 以 x 为 中 心 的 单位 球面 上 的 积分 我 们 能 得 到 


IDf(y)| 
|z —y|?-? 


取 LI 范 数 , 应 用 (2.2.10) 得 不 等 式 
Fico SU |" *|Df illus S DF lize. 


4p>il-B =j- j ma. 
2.2.4 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 有 一 个 等 价 的 双 线 性 公式 , 它 就 是 


JJ Eia < FIle lg lize, 


A O<y<n, KA 1 < p,p: <, 使 得 


FACIES dy = (| - |" * DFI (2) 


Pi Po n 


从 Fourier 变换 我 们 看 到 带 有 像 | .| ?7 这 样 的 齐 次 核 的 卷 积 , 实际 上 对 应 于 分 数 
次 积分 的 算 子 , Bp Laplace HF -A 的 负 指 数 , 由 下 式 定 义 


Iaf =(-A) f = FEIT fe)). 


下 面 的 命题 说 明 当 0 < a <n 时 , lg 是 一 个 有 意义 的 算 子 ,有 =| xf, Mz 
理 2.2.2 是 说 aa l 

of lee S Ff llze, m + 一 也 
作为 一 个 即刻 的 应 用 , 我 们 能 考虑 Poisson 方程 Au=f,f € L, #R1<p<n/2, 
则 对 Laplace Rig, RAR u = -hf = (A)T S 是 一 个 在 LI 中 的 解 , 上 二 二 一 2 
命题 2.2.1 设 0<a<n, 则 


F (Jal AE) = Cla, EN 


在 缓 增 分 布 的 意义 下 成 立 。 
证 明 对 于 0< a<7m, 函数 |zj“ A ETA 是 局 部 可 积 的 且 在 无 穷 远 处 衰减 , 因此 ， 
它们 是 有 意义 的 缓 增 分 布 . 我 们 要 验证 存在 一 个 常数 Cla, n) 使 得 


J lnl?"d(a)de = Ca, n) J Ked(e)de (2.2.11) 
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对 每 个 试验 函数 $e SR”) RZ. 
众所周知 ，Gaussian 函数 的 Fourier 变换 


al? 
Fle“ )(6) = CA e E, 


由 Parsevel 等 式 , 对 试验 函数 o 我 们 有 
/omar = CA" f eE oeae 
Rn pr 


用 和 的 一 个 指数 , 如 A 乘 方程 两 边 , 关于 入 积 


人 ee sf (eae = Cn f J n2- $E 4 eae. 


Bret I, RIE Tubin AE WARAN A 一 
关于 和 两 个 积分 能 用 工 函数 来 表示 , T(z) = foo eE, 我们 得 到 


2T(B) [LG le -6(a)de = Cy 23-er( — 6) Í, (HE eB o(eae 


最 后 , © 6 = (n 一 a)/2, 我 们 得 到 (2.2.11). 


82.3 ”局 部 化 方法 与 不 确定 性 原理 


分 析 中 的 一 个 基本 概念 是 局 部 化 , 将 一 个 函数 限制 在 一 个 物理 空间 或 频率 空间 的 
一 个 适当 小 的 部 分 , 然后 通过 单位 分 解 恢复 到 原来 的 函数 就 是 所 谓 的 局 部 化 方法 。 这 
样 处 理 的 一 个 基本 理由 是 : 人 们 很 难 将 函数 的 各 种 不 同 的 特征 和 起 来 一 同 处 理 , 若 将 
各 个 特征 分 别处 理 好 了 ,然后 再 合 起 来 就 会 比较 方便 . 局 部 化 的 方法 很 多 ,研究 者 往 
往 根 据 不 同 的 需要 而 作出 不 同 的 单位 分 解 , 具有 很 大 的 自由 度 , 并 没有 所 谓 的 “最 好 ” 
的 方式 ， 


2.3.1 局 部 化 方法 


物理 空间 的 局 部 化 是 我 们 常用 的 ， 以 一 维 为 例 ， 如 果 我 们 要 将 一 个 函数 f(z) 局 
部 化 到 物理 空间 中 的 一 个 区 间 TI， 最 简单 的 方法 是 用 截断 函数 xr), 即 了 上 的 特征 
函数 去 乘 f(r) 得 到 函数 在 区 间 上 7 的 限制 xr) f(e) 或 我 们 能 取 一 个 支 集 在 了 上 
的 CF? 函数 Xr(z)， 使 得 在 了 的 1/3 区 间 内 取 值 为 1, 满足 导数 的 界 的 估计 


Dxr(z)| < CUI, Ja] = j. 


对 于 7 了 > 0 成 立 , 这 里 的 常数 C 依赖 于 j7, A) iT RE, 则 光滑 截断 由 Xr (x) f (x) 
给 出 . BAAR BUST BR RICHY ze kL EY) , HEE TE I RT He A a. 
如 , 它 能 保持 可 微 性 . 
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频率 空间 的 局 部 化 的 概念 是 同等 重要 的 ， 在 频率 空间 中 给 出 一 个 区 间 了, 我 们 能 
用 一 个 粗粮 的 截断 T : _ 
Bril) = xr) f(r). 


BN, 取 Fourier 变换 限制 到 J, 然后 解除 Fouier 变换 或 一 个 光滑 截断 I : 
Ñf) = ilr) f(r) 


定义 .这 些 算 子 是 Fourier 乘 子 的 例子 ， 一 个 Fourier RF T 是 形 如 Thr) = 
mr) f(r) 的 公式 定义 的 算 子 ， 其 中 的 函数 m(r) 称 为 是 乘 子 T 的 象征 . 物理 空间 
的 乘 子 可 以 由 更 直接 的 方式 Tf(z) = m(a) f(x) 给 出 . 使 用 Fourier 变换 的 基本 事实 ， 
我 们 能 将 T 写成 一 个 卷 积 算 子 


T f(x) = f*K = J Ia — E)K (E)d£ 


的 形式 , 其 中 K(x) = ile) = fe’ m(E)de, 显然 恒 等 算 子 是 象征 为 1 的 Fourier 乘 
F. SAE 8 是 象征 为 iE MRE. 更 一 般 地 ,任何 微分 算 子 PO) 是 以 多 项 式 P(ié) 
为 象征 的 乘 子 . 分 数 次 的 微分 、 积分 算 子 |V|, (了 )*,a ER, 分 别 是 以 Ele, (6)% 为 象 
征 的 Fourier RTF. 

对 于 了 一 [-1,1] 上 的 粗糙 截断 Ir， 其 核 是 由 如 下 正弦 函数 给 出 的 Fourier F 
子 : 


K(x) = [eae = 7 (2.3.1) 
而 对 于 光滑 截断 I, 其 核 是 


K(x) = J e TEXT (E)dE. (2.3.2) 


2.3.2 ”不 确定 性 原理 


比较 粗粮 截断 和 光滑 截断 的 核 K (2) 与 K(x), 我 们 发 现 当 z 一 co 时 ， 虽 然 它 
们 都 是 衰减 的 , 但 KK(z) 非常 的 缓慢 ,而 K (e) 则 是 快速 的 . 事实 上 , ol >> 1 时 ， 
我 们 可 以 利用 位 相 eizs 快速 振荡 ,通过 分 部 积分 得 到 如 下 的 不 等 式 


IK (x)| S lal? 


对 于 所 有 的 j 成 立 . 以 上 的 事实 说 明 利用 Fourier 变换 将 频率 空间 的 局 部 化 不 可 避免 
地 引起 物理 空间 的 局 部 化 的 丢失 , 反 过 来 也 对 . 所 谓 的 不 确定 性 原理 大 致 上 可 以 说 成 : 
如 果 一 个 测度 的 支 集 在 一 个 椭 球 


p= feer y Eae sa) 
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上 , 其 中 a cR” 是 EMPL. 则 在 很 多 情形 下 人 们 可 以 在 任何 一 个 对 偶 的 椭 球 (与 
E 有 相同 的 轴 , 但 长 度 互 为 倒数 ) 


E* = {z eR”: XO r? (z — b) .eil? < 1} 


上 将 有 看 成 是 常数 . 最 简单 的 严格 叙述 是 下 面 的 Bernstein 不 等 式 : 
命题 2.3.1 L? 情形 : 设 fe L?, f 的 支 集 在 球 B(0, R) 4, Wf eC? an 


D° flle < (CR) fl. 


LP 情形 : 设 f eL +E, f 的 支 集 在 球 BOR) 上 ， 则 对 于 任何 的 a 和 

p € [1, œœ), 

|D°fllze < (CR) fll ze: 
MFI <p<qew 

Ifl < CRG?) | fine. 
Bernstein 不 等 式 告诉 我 们 ， 当 频率 局 部 化 到 B(0, R) 时 ， 在 付出 了 RT 
的 代价 后 ， 函 数 的 可 积 性 可 以 得 到 提高 .这 个 命题 的 证 明 是 简单 的 ， 对 于 72 情形 是 
Plancherel 定理 的 一 个 推论 ， 对 于 LP 情形 只 要 注意 到 在 命题 条 件 的 假设 下 存在 一 个 
9 € 5, 使 得 9 在 B(0,1) 上 为 1, Œ (PENE) = 9(R-16), BSR f= GR «f m 
立 , 然后 利用 Young 不 等 式 即 可 得 到 . 对 于 球 上 的 Bernstein 不 等 式 自然 可 以 推广 到 
椭 球 上 
命题 2.3.2 设 f € Ll 十 L?2, 六 的 支 集 在 精 球 已 上 ,， 则 


1 1 


Illus SIEPE) flre 1< p< a< o. 
对 于 逐 点 估计 ， 粗糙 地 说 ， M suppf C E, 则 对 任何 的 对 偶 椭 球 E", B* 上 的 值 由 
E* 上 的 平均 信 控 制 . 细致 地 我 们 有 
命题 2.3.3 设 fEL'+L?, f 的 支 集 在 EP, MEA BRR E* 和 z E E*, 
HOE CNT J pepe|f (2)|dz, 
其 中 Bp 在 E* 为 1 且 快 速 下 降 地 离开 E* 


-N 
TE 
j 


J 


证 明 首先 设 是 一 个 单位 球 ,， BE” 也是, 则 f 是 它 自身 与 一 个 固定 的 Schwartz K 
数 y 的 卷 积 ， 


FO < f FŒ ~ z)ldz < Cw J IFI + lz- 2/2) 
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< Cn J HONESTON 


这 里 用 了 Y 的 界 以 及 当 |z| <li, 1 十 |z 一 之 1 十 |z]? 关于 z 是 一 致 的 . 这 就 说 
明了 要 证 的 不 等 式 成 立 . 

RE 的 中 心 在 原点 , BEM E* EER, kÆ EB* 的 中 心 , T EMA 五 * 一 天 
到 单位 球 上 的 一 个 自 共 轿 线 性 映照 。 考 虑 g(x) = (Tlr +k), 其 Fourier 变换 的 
XR TUE E, mR T E* 到 单位 球 , M TO! aR E BAER. 对 应 地 ， 如 果 
y € B(0,1), 


lg(y)| < J 6(2)|g(2)|ax 
使 得 
f(T 2 +k) < J o(2)|f(T- + k)|dz = | det T| J bgp (ztzlldz、 


注意 到 |det T| = [E* 71, 我 们 就 得 到 结论 ， 

注 2.3.1 这 个 结论 是 Ar Schwartz 尾巴 ”的 一 个 例子 , 并 不 能 得 到 更 好 的 结论 , 如 当 
TEB* 时 了 是 由 BE* 的 双 倍 上 的 了 的 平均 来 控制 的 界 。 me- E= E* = # 
位 区 间 的 情形 也 是 如 此 。 为 此 考虑 一 个 固定 的 Schwartz $% g, g(0) 40, suppg = 
[-1,1], 取 fv(7X) = (1 一 2)" ga). 由 于 fy 是 9 的 线性 组 会 , 他们 与 G 有 相同 的 
RR, 此 外 , 除 原点 和 外， 在 [一 1,1] 上 它们 有 界 且 逐 点 收敛 于 OL 在 原点 fn 的 值 不 能 
由 [一 2,2] 上 的 平均 来 控制 的 估计 。 

以 上 的 结论 告诉 我 们 ， 不 确定 性 原理 也 可 以 用 如 下 的 方式 来 解释 . 考虑 支 集 在 
B(0,2) HÆ B(0,1) 中 取 值 为 1 的 光滑 函数 o, 对 于 民 * 上 的 一 个 函数 f, 我 们 定义 卷 
R fen O(y) f(a + y/R)dy, 注意 到 它 的 Fourier 变换 为 (27)"P(E/RR)f(E), 我 们 可 以 
视 这 样 的 算 子 是 f 在 频率 < O(R) 中 的 局 部 化 . 由 于 少 是 速 降 的 且 有 单位 质量 , 我 们 
也 可 将 这 样 的 算 子 看 成 是 一 个 平均 算 子 , 使 得 在 物理 空间 中 不 能 区 分 尺度 远 小 于 1/R 
wf, 因而 可 以 认为 是 常数 ， 

一 个 非常 有 用 的 局 部 化 方法 是 如 下 的 Littlewood-Paley 分 解 


2.3.3 Littlewood-Paley 分 解 


考虑 一 个 函数 y E CER”) 使 得 当 ElL < i Bt, YE) = 1, 4 |El > 1 tT, YE) = 
0. 定义 lE) = V$) — YO), W o 的 支 集 在 1/2 < El < 2 P. 对 所 有 的 E, 我 们 有 


1=4(6€) + >》 (26), 


p20 
对 于 ue S’, 我 们 令 


u-i = Sou = Y(D)u, Up = o(2-?D)u 


-38- 非 线性 波动 方程 


这 样 , 我 们 可 以 定义 非 齐 Littlewood-Paley 分 解 


u = Sou + 5 Up- 
p20 
记 部 分 和 Spu = SOP), ug, 每 一 项 在 C 中 是 全 纯 的 . 这 样 , 我 们 可 以 说 明 H “a 
质 ” 反映 在 D up 的 收敛 速度 上 。 
这 样 的 分 解 有 下 面 的 几乎 正 交 性 性 质 : 
引 理 2.3.1 对 于 任何 的 eR", 


TOES POO <1, 
p20 


Bat Aa wu © L? 
SO llupliz2 < lull2 < 2》 llull?;. 


p>-1 
证 明 对 于 第 一 个 等 式 , 我 们 只 要 注意 到 
P(E) + > PPE) < YE) + D5 P22 PO =1 
以 及 
1<3 区 +5 seo) 
p20 


即 可 . 

对 于 第 二 个 等 式 , 只 要 用 Ali? 去 乘 第 一 式 的 两 边 , 再 积分 , 并 注意 到 如 (6) = 
b(2-PE)a(E) 和 hi = P(E)a(E) BNET. 

对 于 uve S'(R"), 容易 验证 , MR |p- qal > 2, 则 (wg)p = 0, 如 果 |p 一 q| > 5, 
(Sp_iuvp)g = 0. 如 果 {up} 是 L? 中 的 函数 序列 , H supp C {€, 42?! < |El < 
CPt} C > 1, 总 有 不 等 式 


12 ol < CO lupe- 


命题 2.3.4 (关于 导数 的 教 感性 ) 存在 与 D, 忆 无 关 的 常数 C 使 得 
1. 对 所 有 a EN" p> 一 1， 


lesupllzs < Capelllullzz， 13% Spullz2 < C2” ul 
laeupllze < C2pelllullze， — ]I*Sprullz~ < CP ull ze. 


2. 对 于 所 有 RCN p> O, 


1 
az" lull c= < >》 lôuli < C2P*|\ul| r->. 
jal=k 
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3. 对 于 所 有 sE 民 ,p > 0， 
1 ops ps 
T? lulz: < llupllgs < C2?*|lullp2- 


用 by 记 ACA), 这样, 对 {ahez 用 
(Aa PINE) = AOF E 


定义 二 进 乘 子 算 子 Ay, 以 致 于 当 f 是 一 个 缓 增 分 布 时 有 齐 次 二 进 分 解 了 = a Aaf. 
MET A M pE [1, 00],A) = (AD) 是 LP 到 L? 的 映照 , H 


[Aafllee < Coll fllze, 


其 中 Cp 并 不 依赖 于 q, 这 可 来 自 于 Young RER, Ay 是 一 个 以 OY 为 核 的 卷 
积 算 子 ,有 伸缩 不 变性 $Y = lolle 
定义 平方 函数 作为 非 线性 算 子 


Sf(z) = (2.1IAxfP 
入 


其 主要 结果 是 Sf 和 上 了 在 L 中 是 可 比较 的 . 
定理 2.3.1 对 每 个 1 < p < co, 存在 一 个 常数 Cp, 使 得 对 所 有 f E L?(R") 我 们 有 


CoN ilze < \Sfilze < CIF. (2.3.3) 


证 明 首先 使 用 对 偶 性 讨论 我 们 说 明 (2.3.38) 中 的 第 一 个 不 等 式 来 自 于 第 二 个 . 事实 
上 , 使 用 Plancherel 定理 , 除非 A © u, BU apu = 0, 由 Cauchy-Schwartz 不 等 
式 , 我 们 得 到 


[tose [i808) = | DS 


[E OSa 


APE 
[EAE Suae < (SFllurllSall py 
CpllS F llzer llgll zo- 


为 了 证 明 (2.3.3) 中 留 下 来 的 不 等 式 , 我 们 需要 引进 定义 在 民 上 的 Rademacher 函数 
ry(t): 对 于 每 个 入 0 和 te 民 , 令 ry(t) = ro(At), 其 中 ro(t) 是 周期 函数 ， ro(t+1) = 
rolt), 使 得 对 于 0 < t < 1/2, rolt) = 1; MRF 1/2 < t < 1, rolt) = -1. 这些 
Rademcher 函数 在 L?[0,1] 中 形成 一 个 正 交 序 列 且 它们 形成 一 个 均匀 分 布 的 独立 的 随 
机 变量 序列 . 我 们 所 需 的 基本 性 质 是 Rademacher 函数 的 线性 组 合 的 L? 范 数 等 价 于 
其 系数 的 12 YOR. 


| 


?人 


lA 
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引 理 2.3.2 给 定 一 个 正 数 序列 {ap} 满足 WP paz < 00, 定义 
F(t) = X arroa (t), 
k=0 


则 F € L?([0, 1)), |Fllzz = Eo) 此外, HH 1< p< oo, Fe rr(jo,1]), £ 
存在 常数 Ap, 使 得 
Ap ||F lize < Fizz < ApllF lize. 
定义 2.3.1 Lif(z) = Myer rryaQArf(x), Hif (7) = Losi ra Anrf(e). 
引 理 2.3.2 给 出 了 下 面 的 函数 逐 点 的 界 


1 1/p 1 1/p 
Si(2) sA (f rora) +a mora) o esa 
注意 到 在 频率 空间 中 的 算 子 Li 是 由 乘 子 
mi(€) = >》 ri 人 OA(E) 


<1 

给 出 的 . MEE AO, 这 个 和 式 中 仅 有 三 项 非 零 , 且 容 易 说 明 
lBgmz(é)| < Cale", 

其 中 常数 Ca Ht HH. 这 样 , 由 Calderon-Zygmund 理论 ， 
|Lef\lze < Coll f lize, 

其 中 常数 Co 5 t HK. 类 似 地 可 以 得 到 
Hifllrr < Cpllfllze- 

最 后 , Minkowski 不 等 式 给 出 


1 1/p 1 1/p 
spl < Ap ( f ILeF rat) +A( f #0. feat) < Calflir. 
0 


显然 ， 
Ifl = > Arf lize. (2.3.5) 
A 


下 面 的 定理 2.3.1 的 推论 告诉 我 们 , 在 (2.3.5) 中 如 何 用 L? 范 数 取代 L 范 数 . 
推论 2.3.1 HF 2< p< œ 我 们 有 


Ifl? < Cp $ llaf?» (2.3.6) 
入 


对 于 1<p<2 我 们 有 
> Aafllie < Cpllfllze- (2.3.7) 
入 
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证 明 ”如果 p/2 > 1, 由 定理 2.3.1 和 Minkowski 不 等 式 我 们 有 
IJ < Coll So Aaf Plr < Cp > Aate = Cp >> Asl? 
逆 Minkowski 不 等 式 是 说 对 于 0<q<1， 
IX ldallize SDA (2.3.8) 
为 证 (2.3.8), Rp = 5 > 14 ya = | 办 |?. 则 用 标准 的 Minkowski 不 等 式 我 们 有 


(So lalz)? = (SC J lwxldz)jpjt = = fí S aP = | So lollig 


§2.4 ”稳定 位 相 法 


设 o ELERE, a < CE, 考虑 积 
I(t) = J «Yale, t>0. 


我 们 的 目的 是 讨论 当 t 一 +00 BY, I(t) 的 性 态 . 

首先 我 们 容易 看 到 ，|T(t)| 可 由 仅 依赖 于 a 的 常数 来 控制 . 但 我 们 希望 积分 式 当 
t -> œ 时 有 衰减 性 。 如 果 几 是 常数 ， 显 然 积 分 与 t EX. 这 样 我 们 需要 对 ¢ 作 非 退 
化 的 假设 . 相 比 之 下 对 a 的 性 质 并 没有 如 此 重要 . 我 们 可 以 对 a 作 单 位 分 解 , 将 研究 
I(t) 的 衰减 性 问题 “局 部 化 ”到 在 一 个 点 附近 来 探讨 即 可 .7 的 衰减 性 在 “微分 同 
胚 ”下 是 不 变 的 . 这 是 由 于 设 G 是 一 个 微分 同 胚 61 = 加 oG, 则 


f e*l) = f Aaaa 
= [et Maayacy) 
= J ei a(Gy)|Jo(y)\dy, 


其 中 JG 是 Jacobian 行列 式 , 函数 a(Gy)|Jc(y)| € Cy. 

我 们 知道 一 个 函数 在 正则 点 或 临界 点 附近 可 以 将 其 规范 化 . 具体 地 说 : 设 2 CC R” 
是 一 开 集 .了 :02 一 民 的 C™% BR, peEQA VE (p) 40, WHO SA p AREER 
域 U,V 以 及 一 个 C> 微分 同 胚 GU 一 了 满足 G(O) =p 和 foG(z) = f(p)+zn. 
如 果 Vf (p) = 0, Hessian KE Hy(p) = (a2 P) ) AB. 则 对 于 Hp 的 正 特征 根 个 
数 FETE O 和 的 邻 域 U 和 VV 以 及 C™ BOAR G:U 一 V WE G(O) =p A 
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定理 2.4.1 ( 非 稳定 位 相 情 形 ) NCR 是 开 集 , 由 :0 5R EZ CH HK, pe 
N, Volp) #0. 设 aeC8ge 其 支 集 在 了 的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 ， 则 对 任意 的 1 存在 
Cw 使 得 |I(D| < Cyt’, 常数 CN BRAT 和 a 的 有 限 多 阶 导数 以 及 |Vg(D)| 
的 下 界 和 N. 

事实 上 在 这 种 情形 , olr) 可 以 拉 直 到 le) = Zr +C, AS mm = (0,--- ,1) 我 们 有 


I(t) = J t alajaz 


注意 到 a 的 假设 我 们 即 可 得 到 结论 
定理 2.4.2 ( 非 退 化 临界 点 情形 ) T A RHR Tie eH, a € OF (R”) A SR”). 
定义 

I(t) = J eii Taa) aleda, 


则 对 任何 N, 


. [ofANPn/2 N | 
p= overs (FY (acer 区 + YOt Dja(e) + oie) | 


j=l 


其 中 Dj 是 一 27 阶 常 系 数 齐 次 微分 算 子 ， 仅 依赖 于 T, 隐 含 的 常数 仅 依 赖 于 TUR 
a 的 有 限 多 个 Schwartz 空间 半 范 的 界 。 
证 明 ”注意 到 T 是 及 ”中 可 道 的 对 称 阵 ， 则 eTe 的 Fourier 变换 为 
(2r) 7/2) det TIT 1/2 SENT i e 一 二 (一 TEE). 
由 Paseval 公式 
I(t) = (2xt) ™/?| det TI 70887 f eT TEE ale) dé, 
用 eiz 的 Taylor 展开 式 得 下 式 关 于 上 和 一 致 地 有 


“Hires o CATED o (SS) | 


j! tN+i 


j=0 


对 应 的 


/ a(éje aT Sq = faex asy AT Se 下 T$ o) )dé 
N+2 
» o(f are j 
注意 到 由 道 变换 公式 f 6d& = a(0), 类 似 地 
f aoe ae 


是 Dja 在 0 点 的 值 . 由 于 la(6)16j2w+2dt 关于 6 的 Schwartz 空间 半 范 是 有 界 的 ， 
因此 a 的 各 阶 导 数 也 是 . 这 就 得 到 结论 
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§2.5 Sobolev 空间 


我 们 知道 整数 次 的 Sobolev 空间 是 按 如 下 方式 定义 的 : 对 于 非 负 整 数 m, 1 < 
p < œ 以 及 开 集 2 C R”, Sobolev 空间 W™?(Q) 是 ZP(Q) 中 使 得 对 所 有 弱 
导数 Du € LP(Q),|a| < m, 的 函数 组 成 的 空间 . 这 是 一 个 赋 范 空间 ， 其 范 数 为 
lullmp = Daim Duly REN lullo = (Jo(Xhalcm Duas) ,1 < p< 
œ. W™P(0) 对 于 1 <p <co,m > 0, 是 一 个 Banach 空间 .p 二 2 时, 记 Wm™2 为 
A™(Q) 是 一 个 Hilbert 空间 . ARA (u,v) = 2 jalmi Jo D° uD udz. 

MF 1 < p< co,m > 0, C(R")  W™P(R”) HRY; p = 00, CFY(R") 在 
WSR”) 中 弱 * 稠 . 对 于 每 个 有 限 的 9, 这 样 的 序列 在 LZR") 中 是 强 收敛 的 . 

CE (Q) 一 般 不 在 WP (OQ) PR, 定义 WPO) 是 CLN) 在 WO) 中 的 
a. 

Wire? (Q), 1 <p < œ, m > 0, 是 使 得 对 每 个 86e CPN) A OT < W™P(Q) 的 
分 布 DIO ) 组 成 的 空间 . 它 不 是 一 个 Banach 空间 , 是 Fréchet 空间 . 

wi (R?) = C0， TR”), 如 果 O 是 及” 的 一 个 开 集 ， 则 Co (Q) Cc w(Q), E 
Wi™% (0) c Fe) NCP (Q). 其 中 Ce ,1(Q) 是 局 部 Lipschitz 函数 的 Fréchet 空间 ， 
如 果 ue WED), ||Vullze < K. W ju(x) — uly)| < Kdalz, y), 其 中 do 是 中 
Kx 到 y 的 测 地 距离 。 

WR s 是 实数 , 则 可 以 用 Fourier 变换 来 等 价 地 定义 Sobolev 空间 , 如 可 以 定义 
A(R”) = {u € S'(R”), (1 + | € L2(R")}, 五-s( 了 2) 是 Hs(R") 的 对 偶 , 但 
对 开 集 Q 的 记号 是 不 同 的 ， 对 于 R HARR O, 正 整数 m, 记 HNA) 为 HPA) 
的 对 偶 ， 

XF O< s< 1, u € A(R") 等 价 于 wv€ P 


J 人 oe ath lule) = UWP andy < o. 


事实 上 , X AER”, 有 (mu) (6) = eae), 因此 


Í [Tnu — ul2da = J |1 — ej2 /a/? de, 
R” R” 


注意 到 [1 一 et]? = 4sin? g, 


人 二 (人 [Tau — uaz) dh = 人 jae)? (人 sn OP) an) dé. 


WF EAO, 为 计算 fon SIO dh, 用 旋转 不 变性 ,以 及 变量 变换 h= (Elz 可 得 
[és fon sede. 由 于 在 原点 附近 的 z 和 s <1, 有 |sin(z1/2)| < |z|; 对 于 大 的 
z FA |sin(z1/2)| <1 #1 s > 0, MC = fgn Aside 是 有 限 的 , 这 样 


)— u(y sia 
[| E ic — an dedy = C f |El” là] dE < 00. 
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对 于 实数 次 的 Sobolev 空间 我 们 也 可 以 通过 播 值 来 定义 .如 对 于 0 < s < 1， 
1 <p < œ, W*?(R") = (WHP(R”), L?(R"))1_ sp。 对 于 s > 1 情形 , Wk È 
一 个 正 整 数 ， 使 得 有 < s < k+l, 我 们 至 少 有 两 种 方式 来 定义 WP(R"). 一 是 
u € W*P(R"), 且 对 于 |a| = k, tu € We-*P(R"); 另 一 是 (W™?(R”), L?(R"))o 0, 
(1 — Om = s. 


2.5.1 Sobolev 不 等 式 


定理 2.5.1 (Sobolev KA) i) #F1< p<, 则 W™(R") C La(R"), 1/g = 
1/p—m/n,mEN BREA 


lllz S DF cece), (2.5.1) 


he, 但 WPR?) 不 是 当 7 > g 时 的 LR") 的 子 空间 . 
ü) AT p= m W™P(R") C LIR”), q € [p,00), 4R p> 1, W™P(R”) 不 


是 LOR?) 的 一 个 子 空间 ; 然而 WHR”) C Co(R”). 
iii) 对 于 D > 2 ee W™P(R”) C lR’). 


m 
Flle S 5 IDE flle») (2.5.2) 
k=0 


RÈ, 如 果 存 在 一 个 整数 k 使 得 R< p< g 则 WEP C OR?), y=k- 2, 

注 2.5.1 RFA (2.5.1) 要 满足 的 指标 关系 式 1/4 二 1/p 一 m/n 可 以 通过 简单 的 标尺 

平衡 分 析 得 到 . 由 于 这 个 估计 是 齐 次 的 , 它 在 伸缩 变换 下 是 不 变 的 , 这 个 指标 关系 式 可 

以 简单 地 认为 (2.5.1) 的 两 边 有 相同 的 标尺 度 。 但 这 不 是 证 明 , AA Jullo < ||Dullz. 

由 标尺 度 的 平 停 来 看 并 不 了 矛盾, 但 当 nn > 1 时 不 对 ! 

注 2.5.2 从 Sobolev 谈 入 定理 及 简单 的 插值 我 们 立刻 就 有 : 对 于 1 之 p <n, Wl? Cc 

LP*(R"), fe = 5 a A p = PE. 我 们 能 得 到 W1P?(R") C LAR?) q E [p,p]. 
这 也 可 以 从 简单 的 标尺 度 平 衡 看 的 这 一 点 。 事实 上 ， 对 于 入 > 0, 我 们 将 不 等 

A |lullg < Clulp + Cl|Dullp 应 用 到 v(x) = U(x/ 和。 注意 到 对 于 1 <r <o, 

lole = AP llul 如 果 不 等 式 是 对 的 ， 将 有 


AYejlulle < CX”? |u|] + CAM"? lw;. 


即 
lulla < CAY2llulp + CAP lull- 


如 果 a > 0,8 > 0, MA A — 0, 这 将 导致 对 所 有 的 u c CPR?) |lully = 0. 矛盾 。 
这 就 对 应 到 gq <p 的 情形 . 类 似 地 ， 如 果 a < 0,68 <0, 今 入 一 > oo 导致 矛盾 .这 对 
ETF q >p. 

为 介绍 方法 , 我 们 给 出 (2.5.1) WER. 
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对 m > 1 的 情形 我 们 可 以 对 m = 1 ARBRE AGS. 因此 , 我 们 可 以 设 
m 二 1, 由 指标 关系 式 


n np 
l<p<n, <q= < oO. 
7 一] n-p 


一 旦 我 们 有 对 p = 1 和 gq = sy 的 估计 , 则 通过 应 用 Holder 不 等 式 就 能 得 到 p > 1 
和 9g > ="; 的 估计 . 事实 上 ， WET A> 1S gH An 则 


WF lite = WFP er SMA DF < MEA IDS lize, 


我 们 只 要 验证 
， mole] 
A= Dp = Seat re 
n q 


剩 下 来 我 们 仅 需 验证 m = 1,p = 1,p = n/(n— 1) 的 特殊 情形 . 由 Holder 不 等 式 , 我 
们 将 说 明 对 于 f E CR, RNA 


MA ce) $ BAN (2.5.3) 
j=1 
当 n= 1 时 , 这 来 自 于 . 
=/ twas. 


4 n > 2 时 我 们 对 n 用 归纳 法 , 对 于 n = 2 我 们 知道 

J J Fenzajjzdzidzy < J J / |3: f(y zajldm f |32 f (z1, 42) [dyed adr, 
lai flr hð2fllz: 

WE i=l nl, 4 gi = (fal fil! dan)? , E gi 与 ziyzn HK, H 


关于 剩 下 的 n 一 2 个 变 基 9 © LM 2, 满足 |Igilln-2 < | 人 53。 由 归纳 假设 
G = IK Tigi € LI(R®-!), Hölder 不 等 式 


n-1 
f f |fldzndz1..:dzn_1 < f I] gf OD FF dary + dEn- 
Rn-1 JR Ret 


os Gir-2)/(M—D) day -dEn 


{n—2)/(n—1) 
( cm + dn.) Fallon 
Rr-1 
m 
[lilaa 
i=1 


下 面 我 们 介绍 一 个 推广 了 的 Sobolev 不 等 式 ， 


li 


IA 


lA 
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命题 2.5.1 设 1<p< oo0g<n 满 足 0<g<p， 则 对 每 一 个 以 E WHR”) 有 
LDE e DIR”), $A, 对 于 每 个 UE WIRY) 成 立 


u(rz)l? pN _ 
[Bear < (25) g 


证 明 由 稠密 性 和 Fatou 引 理 , 我 们 只 要 对 于 u € DR”) 证 明 上 述 不 等 式 . $ ylz) = 
leir, 我 人 有 V- y = (n -ql 在 {zx ER" |z| >r > 0} 上 积分 如 下 等 式 


luPY -y = V - (luy) — plu~ ty - Vlul 


7 ju(z)P a [u(a)|P"Vu(z)| y 
(n dfo jæja ETN Eaka 1 


应 用 Holder 不 等 式 ， 


a 


UL UL 1 UNL a 
(ng sa 人/ fale) P Wale) a) lul yules. 
|z}j>r 


l>r [el de 


由 于 >>0 是 任意 的 ， 不 等 式 得 证 . 
从 上 面 的 结论 以 及 证 明 我 们 还 有 
推论 2.5.1 ek n>4, 则 对 于 每 个 uc H2(R") 有 BSE a E TI(R2)， 且 存在 CH 


得 对 于 每 个 4 € HR) 有 
J lu lule) Ë dz < Cllull2;e 
Rn æf 


在 应 用 中 常常 会 遇 到 用 差 商 逼近 来 研究 弱 导数 . 在 它们 之 间 我 们 有 
设 U BR" 中 的 具 C1 边界 的 有 界 开 区 域 , V CC U, 对 于 ZEV 和 he RR， 
0 < |h] < dist(V,OU), 我 们 定义 差 商 算 子 D'u = (Dhu, , Dhu), 其 中 


u(x + hei) — u(x) 

h 4 
定理 2.5.2 设 uc WHP(U), 1 <p< oo0, WHF V CCU 存在 常数 C， 对 于 所 有 
的 0< h < 4dist(V, OU), 我 们 有 


i=l, n. 


? 


Deu(x) = 


|D" ull rev) < Cll Dull recy. 


反 过 来 , 如 果 UE LP(V), 1<p<o, 存在 常数 C 使 得 [Dulin < C 对 所 有 的 
0< h < hdist(V,dU) Re, N) u € WiP(V), MA ||Dullrov) £C. 

用 Fourier 变换 ,我 们 可 以 得 到 一 个 H: 到 Lorentz 空间 的 嵌入 结果 : 
命题 2.5.2 对 于 s>n/2, 有 HsS(R") C FL'(R") C CoR”). 对 于 0<s<n/2, 有 
Hs(R™) C L?(S)2(R"),1/p(s) = 1/2 — s/n. 
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证 明 对 于 s > n/2, 注意 到 (1+ ES} € LR”), UR H? 的 定义 ， 我 们 知道 
ù € LR”), 这 样 由 Fourier 变换 的 性 质 即 知 这 时 的 结论 成 立 . 对 于 0 < s < n/2, (1 十 
|€1)7 1! < ele E€ L/S (R”), ù © LUR”), 1/a(s) = 1/2 + s/n. 注意 到 Fo! = 
F: DR?) > L©(R"), 以 及 L?(R”) 到 自身 的 映射 ,我们 有 (L1(R"), £7(R”))92 到 
(L°°(R"), L7(R"))o,2. 如 果 取 1/p(9) = (1 — 0)/1+ 0/2, 第 一 个 空间 是 LPO? 后 一 
个 空间 是 Ze(9)2, 1/40) = (1 — 0)/2+ 0/0 = 1 一 1/p(9), 这样 q(9) = p(0). A 
此 , & e L)2(R") 意味 着 u c LS)2(R"), b(s) = als), BI 1/b(s) = 1/2 — s/n. 

对 于 p # 2 H Sobolev 空间 ,同样 可 以 说 明 对 于 0 < s < n/p, WPR”) C 
LP(s),4(R") 成 立 。 

齐 次 Sobolev 空间 对 于 kp <n, 我 们 可 以 用 CPR”) APEX lull yen) = 
可 jax lô ulir) 的 闭 包 来 定义 齐 次 Sobolev 空间 WHR"), 我 们 可 以 定义 局 部 
齐 次 空间 WA?(0) 为 we WrP(R") 在 Q 中 的 限制 ulo, 其 范 数 定义 为 


llwee@) = veWho de gate [lvl weocRny- 


如 果 kp <n, 由 定义 和 Sobolev 嵌入 定理 立刻 有 连续 嵌入 W*?(0) 一 LN), i = 
3 一 上 ,成 立 . 这 样 当 OR” 中 的 有 界 区 域 时 , WO) 和 WO) 在 等 价 范 数 下 
是 同 构 的 . 

特别 对 于 p= 2, 我 们 可 以 定义 


H = {u € S' :de Le Ile = /ea Pa < +00} 


当 s > n/2 时 , H 不 是 Hilbert 空间 . 事实 上 , WC 是 包含 在 单位 球 B(0,1) 中 的 一 
个 环 , 满足 Cm 2C =O, 定义 序列 fy = FO E anel), A REM 
s > n/2 时 , 这 是 AS 中 的 一 个 Cauchy 序列 , BERKAT AS 中 的 元 素 . 

定理 2.5.3 若 0<s < 号 则 A(R") 可 以 连续 的 岩 入 到 Lai (R"), 

证 明 显然 , 指标 p= 2. 来 自 于 标尺 度 平衡 分 析 . 不 失 一 般 性 , 设 Mee sr) = 1, 
我 们 将 f 进行 高 低频 分 解 , f = fia =F legoa f) f = faa = -1(1ge (0,4)f), 
其 中 A 待定 . 注意 到 对 于 s < n/2, K 是 一 个 紧 集 . 如 果 suppf C k. 则 对 f e AS 
A 


. 1/2 
Ia < 2m)" W lc) < (2m) (cs) ne 


lg |?s 
这 样 , 我 们 立刻 有 
| Pallze < CsA278. (2.5.4) 
由 三 角 不 等 式 , 对 于 任何 A> 0, 有 
{x € R”: [f(D] > A} C {x E€ R” : |f aa) > A/2} U {x € R” :|fo ale) > A/2}. 
由 (2.5.4), RITE A = Ay = (\/(4C,))?/" 意味 着 测度 meas({z € R” : |f ala) > 
à/2})=0. 因此 , 由 Chebyschev 不 等 式 ， 


IF toc) < of AP-lmeas{z ER”: fial) > A/2}dA 
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lA 


4p f APS lfa allo aan dA 


-n °° 2 一 3 F 2 - 
< 4p(r) f A 人 HPaeay 


A 


由 Ay 的 定义 知 , [El > Ay 等 价 于 A < 40E”. 再 由 Fubini 定理 


ACs |E|"/? . 

He < po 人 J wan] KOKS 
åp Ln n(p-2) a 

< (07) "0? f jer OPa. 


用 对 偶 方法 ,我 们 可 以 得 到 
推论 2.5.2 对 于 pE (1,2) 有 LP(R") c Hs(R"), s = =n ( 


Sle 
| 
Nie 
Nn” 


证 明 注意 到 
jalas = sup (0,0) 
lolly-s<1 
、 _ 1 1 _ 1 1 ap X 4 
以 及 —s=n(L-4)=n(b-(1-})), RIE lola- > Cllellzw， 这样 


llall grs < C sup (a, $) < C|lal|ze. 
lll» <1 


2.5.2 Klainerman-Sobolev 不 等 式 


Klainerman 在 保持 形式 Ou = 0 不 变 的 线性 变换 群 一 一 Poincaré 群 的 框架 下 证 
明了 Sobolev 不 等 式 . 这 样 的 向 量 场 我 们 将 称 它们 是 不 变 向 量 场 ， 
命题 2.5.3 对 于 任何 多 重 指标 Q 关 0 和 (tz) ST, 8 r= |z|, 3, = r7! Yi] aid, 
则 在 RI \ 0 中 我 们 有 


= 》 caplt, s)’, (2.5.5) 


1<|8|<lal 


其 中 系数 在 光 锥 外 是 光滑 的 , -la| 次 齐 次 的 , 在 等 式 右边 的 向 量 场 中 仅 含 齐 次 向 量 场 。 
也 有 
(t-r)? So laiult z)? < Lout)? + > Oat, e). (2.5.6) 


i=0 O<j<kSn 


证 明 第 一 部 分 来 自 于 恒等式 
D Aez Bi = AjzjLo 一 NO cee; (2.5.7) 
0 0 


这 样 0; = Do ajo(t, ely, HH A =(1,-1,---,-1). 
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为 证 明 (2.5.6) 我 们 利用 ， 


1 n 
(t — r)Or = ay tho 一 2 £4205) (2.5.8) 
由 于 (2.5.6) 在 旋转 下 是 不 变 的 , 在 证 明 中 我 们 可 以 假设 zl > 0,22 =: = Xn = 0. 
则 
CDE u= 并 aul? + > [Qorul? (2.5.9) 
了 一 2 0<i<k 


由 (2.5.7) 和 (2.5.8), 也 有 
(t? 一 jzu = tLou — £iNQo1u, (#2 一 j| ðu = —zi Lo + Nou, 


(e? — |æ’)? (laul? + [Aru|”) 2(t + 21)? ((Lou]? + Roul?) 


(t? + x7)(|Loul? + |Qoru|*) 


IA IA 


组 合 (2.5.9) 得 到 (2.5.6). 

Klainerman-Sobolev 不 等 式 的 证 明 将 要 求 用 这 个 命题 与 下 面 的 Re | Sobolev 
定理 的 修改 形式 . 
引 理 2.5.1 AZ ô > 0, 则 如 果 fe Cc2( 限 ”)， 


FORC SD / 18S F(a + lady (2.5.10) 


lal< #2 


如 果 u € cvs), 则 


uw)? < Cr X f lðtu(v)?do(v) (2.5.11) 


GESSI 


如 果 Ba =O...) = n(n 1)/2, Ry i<j <n it (13.3) 中 的 向 量 场 
到 Sm-1 的 限制 。 如 果 v(r,w) 在 C%( 民 |; x S0!) 中 ,也 有 


\u(r,w)|? < Crs 5 Jla 1(6762o)( 十 dz?dadc(z) (2.5.12) 


j+lal< 242 


不 等 式 (2.5.10) 只 是 Euclidean-Sobolev 估计 的 局 部 形式 , 来 自 于 后 者 的 一 个 简 
单 的 截断 函数 讨论 . 取 Xe CSR"), 在 以 原点 为 中 心 的 单位 球 上 为 1. 将 Sobolev 不 
等 式 应 用 到 x(y/8)u(y) 求 导 得 所 要 的 不 等 式 , 且 满 足 Cs < C146"), SPH 
外 的 不 等 式 来 自 于 (2.5.10), EA S 上 的 局 部 坐标 , 由 于 Oy <i <j <n, 张 成 
S°-! 的 任意 点 的 切 空间 。 
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定理 2.5.4 (Klainerman-Sobolev 不 等 式 ) ue C°(R'"), 4 |z| 大 时 为 0， 则 
wR t>0, 


(14+t+|z|)"F (14 lt- lehet, |< CE XO E®*u(t, lz. (2.5.13) 


laj< BE n42 


证 明 情形 t+ |z| <1 来自 于 (2.5.10), 下 面 我 们 将 假设 上 上 + |z| > 1. 
情形 1: |x| ¢ [t/2,3t/2]. 
由 于 我 们 假设 (6r) AIGE, 这 里 我 们 要 用 (2.5.6), 事实 上 , 如 果 [yl < (t+ 
|z|)/8 ,由 于 这 时 存在 c > 0 , 使 得 


lt — |x + yl| > et + |x|). 


由 交换 子 的 讨论 和 (2.5.6) 可 得 


t+ So J Be (uth z+ (t+ [a|)y)) Pay 


la <74 y!<1/8 


| 


Ja cay (E+ lel) Oy)? ult, x + y)dy 
y< th 


lel 


< C Eat), 


lal < 242 


n+2 
ST 


A 


其 中 最 后 的 和 仅 包 括 齐 次 向 量 场 . 由 于 (2.5.10) 意味 着 (t+ |x|)" ule, x)? 由 左边 控 
制 , 我 们 就 在 这 种 情形 得 到 (2.5.13). 

情形 2: |x| € [t/2, 3t/2]. 

这 里 我 们 需要 利用 命题 2.5.3 的 另 一 部 分 , 为 用 (2.5.5), Sq = lz|-t = r-t, z = 
rw,w € SL, 在 这 些 修改 的 极 坐标 下 , 如果 我 们 记 v(t,¢,w) = ult, (t +qw), 可 得 
Ogu = Jo wjOju = Ou,(l Li <j <n). 


ju(t, £)? = vt, q, w)|? 


a ff Havt + anPao(nep 
Ha Jip <$ Jnes—t 


j+lal< 3< 


a 2 
o 5 fa fog T Eat Partap 25.18 


itlajs 23? 


lA 


lA 


注意 到 当 |z| < SpA 1 <t+ |z| < $, RERA t> 2/5, 这 也 就 有 Ct < C. 由 
于 该 情形 |q| = |r —t| < t/2, |p| < t/4, 这 意味 着 t/4<t+pt+qs 2t. 因此 , 在 
(2.5.14) FS r=t+ptq, 注意 到 O,u = > môu, 


nae < © E f f Tuerm almar 


t 
jca 4 
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cin 5 | f fult, rn) doln)ar 
t<r<2t J/nesnr-! 


elc an = 


Ct XO |r ul, 2 


jeja 


lA 


il 


AF t = |z| AP t+ |x| > 1, 这 就 证 明了 这 种 情形 的 结论 . 

这 两 步 意味 着 (t 十 |z|)) T Ju(t,z)| 由 (2.5.13) 的 右边 来 控制 . 在 应 用 中 , 它 就 是 
所 需要 的 . 对 于 lel € [t/2, 3t/2j, 我 们 将 通过 说 明 如 何 用 (2.5.5) 导出 包括 t+ 一 |z| 的 
额外 的 衰减 完成 证 明 . 

这 里 我 们 要 用 包含 7 = 0,k > 0 的 (2.5.14) 中 的 和 的 部 分 . 为 了 利用 在 每 个 导 
数 中 q 的 额外 因子 , 我 们 需要 修改 在 证 明 第 一 部 分 用 过 的 讨论 更 具体 地 ， 如 果 我 们 
固定 z 二 co, 将 引入 截断 函数 使 得 积分 仅 在 一 个 区 域 9 © go = t 一 |zo| ER. 由 于 
我 们 刚刚 已 经 得 到 了 当 |t 一 |zol) < 1 时 所 要 求 的 界 , 让 我 们 设 1 < go <t/2, 取 一 个 
x € C8(( 一 1/2,1/2)) 在 原点 附近 为 1, + 


v(t, q, v) = Xx((g — qo)/go)u(t, (t + @)v), 


在 这 种 情形 
u(t, q, w) = u(t, (t + q)w) = u(t, zo), 如 果 g = qo. 


由 于 在 v 的 支 集 上 , q 与 go 可 比较 , HA 
Ilgo) xh (a — go)/G0)| < Cj, 
其 中 Cy 仅 依 赖 于 x, 我 们 必 有 一 致 界 


> qoHYPHvtavi SC > |(gdq)ult, (t+ av). 


` . 2 
j+lo|< = j+als $ 


注意 到 截断 函数 除了 
lq — (t — |aol)| < 1/2|¢ ~ lzoll, 


为 0, HAF 上 以 一 |zol| < t/2, 这 意味 着 如 果 la| > 3t/4, v(t,q,v) = 0. 这 样 ， 
S f [EE +a Pagdot) 


j+lo|< 232 


iol? E f f aaao a + aoa. v)Pdadot) 


; n+2 
jtlal<4y* 


ot? E ff aa, + av) Paqdo(v) 


. 42 lal<3t/4 
Ij+|al< 号 < 


| 


由 于 (2.5.12) 意味 着 Jolt, qo, w)? 由 左边 控制 , 我 们 用 (2.5.14)  |qolt” lult, zo)’, 
由 (2.5.13) 右边 的 平方 来 控制 . 
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2.5.3 Sobolev 3 jE] #9 L-P 分 解 刻画 


由 L-P 分 解 (环形 分 解 ) 的 几乎 正 交 性 以 及 关于 导数 的 敏感 性 ， 对 命题 2.3.4 我 
们 立刻 就 有 如 下 Sobolev 空间 的 环形 分 解 刻 划 : 
in 2.5.4 车 VE H°(R"), Matt HA p > 一 1, |lupllz2 < Cllullyscp2-P*, HF 
= Cp(u) 满足 De =1, 
反 过 来 , RA p > 一 1, |lupl||z2 < Cep”, wg <1, Mue Hs a |lullys < 
C. 
to RG RAP) {Ug}jg>-1 HARK suppi C {E : |€| < C29}, HHH s > 0, 
ial < C2, DSL RR, Mus Dos itg CH, llulla <C. 
命题 2.5.5 HF 2<p<cofmseER, 我 们 有 


Opa lX APAS) < Mlio < Cpa lA APAS). (2.5.15) 
对 于 1<p<2 和 s€ 有 R, 我 们 有 
HDD ABJAS)! < If llis.» < Cp APJA FIE). (2.5.16) 


相应 于 Sobolev 空间 的 Hölder 空间 也 有 环形 分 解 的 刻画 .为 此 我 们 先 回忆 一 下 Halder 
空间 CR) 的 定义 : 设 a>0,¢ N,vue EUR"), u € C9(R") 是 指 满足 如 下 条 件 
的 函数 : 1) 当 0< a<1 时 ， 


u= ap OD) 
(eu )ERM xR" jz — y|% 
wey 


此 时 , C° BERN lullo = julle + fula. 
2) 当 a > 1 时 , 用 la] 表示 a 的 整数 部 分 , 记 p = a - [a]. HR 1) 的 意义 要 
K Dôu € CP(R"), [A| < [a]. EERE u Ky Ce 模 为 


lulle = x |[D> ull ze + ŠO [Drulp. 


|Al Sle |Al=[a] 


命题 2.5.6 设 u € CR"), a é N, 对 所 有 的 p> -1, upleo < Clhul|ca2-”, 
BX, Rp > 1, uplz < Cllullca2 ?oa EN, au € C° # julle <C. 
wR EKAS] {wg}jg>-1 HAR suppi C {E: |E] < C2). 设 对 某 个 s > 0, 

uallzw < C27 RÈ, A] u= dogo uq € C%, llullce < C, 

要 注意 的 是 lul- < C 并 不 刻画 LO 的 特征 . ulee < C2-? 并 不 刻画 经 典 意义 下 

C ”的 特征 ， 而 是 一 个 更 大 的 称 之 为 Zyemund 类 的 函数 空间 


C1(R") = | EL°(R"), sup YETH tule- h)- 2u) | 
i ‘(x0) ER XR” |A] 


用 环形 分 解 我 们 立刻 有 如 下 的 Sobolev HRA: 
命题 2.5.7 对 于 s > n/2, s 一 n/2 4 N, Hs Ties se rs] Cs-n/2， 
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H? 并 不 是 Lee 的 子 集 . 事实 上 , WE H? C LY, 则 由 闭 图 像 定理 可 得 有 2 > 
L®, XÈ |fr= < CNAS. RIER gH? FR. 

作为 本 小 节 的 结束 , 我 们 来 证 明 一 个 很 有 用 的 Meyer 乘 子 引 理 
引 理 2.5.2 HARKAS] mp E C”, 存在 ER, 对 所 有 的 大 E RN, Djaj- l3 mpl < 
CPH), wat A ay s > 6, HFM: urs E mpup= Mu, 将 H° 映 到 H92, 算 
子 的 范 数 仅 依赖 于 Cy, k < E(s—6) +1, 
证 明 由 于 up 的 谱 在 {€: 3 < 2-P|E] < 2} 中 , 选取 C > 4， 


My = W(E/(2?C) im + >》 G(2-*-PE/C) imp = Tip i + 》 而 
k>0 k>0 


WA Mku = So mp pup, k > 一 1. 注意 到 Miu 的 谱 在 球 {E : |E] < C(C4+.2)2?} +, 
以 及 || rz,-1zplzz < C'||mp,-1||z2° Cp|| ul] gs 27? 8, 由 环形 分 解 项 关于 导数 的 敏感 性 性 
质 , 我 们 有 lm -ilze < Cllmaollze < C22 Co, 如 果 s>, 则 由 Sobolev 函数 的 环 
形 分 解 刻 画 即 得 M_ivu € HS, 

Myu(k > 0) 的 谱 在 环形 {E : PHG — 1) < JE < PH + C2*)}, 以 及 
{mp kupli < Cll mp,x||L-eCpllullas2-P°}, 我 们 也 有 


lmp rupli < C Y |8 mp gll 27 PH < C272, 


lal= 


对 于 所 有 的 EN, 有 


Imp attpll z2 < Cillullgs 27 C27? < Ciluar 2 C2 WH) 


这 样 有 Mi € HI 满足 || Myull yes < C1256 ulas. 最 后 , 选取 1 > s — 6, 
M = Sys) Me 在 从 Hs Bl H? HERR RU, AL MI < C(Co+C)). 

注 2.5.3 Meyer 来 子 的 一 个 典型 的 例子 是 对 于 某 个 a E L”, mp = Spa(6 = 0), 在 
这 种 情形 mp 有 谱 在 {E: || < CP} P. 


§2.6 Poincaré 不 等 式 


我 们 先 证 明 一 个 逐 点 Poincaré 不 等 式 : 
定理 2.6.1 设 f ecl, m 


1 IVEY) 
_ dyl < dy. 2.6.1 
证 明 由 微分 基本 定理 可 得 


1 
f(y) = fo) < |e -yl f [VF (a + tly — shldr. 


‘54: 非 线 性 波动 方程 


关于 y 在 B(z,1) 上 积分 , 用 |B(0,1)| 来 除 得 


一 一 一 一 一 d y)|d 


fs jz wa Vile + tly —2))]dedy 
Bl(z,1) 0 


A 


1 
{fulvfe + ty -sdlavat 
0 JB(z,1) 


Sz=axct+tly—z), 交换 积分 次 序 ， 上 式 


1 
h ee a 
0 J B(z,1) t 


Í lt — zllvf( of t- (+l qtdz 
B(z,1) |z 一 了 | 


< f le — z| DIV f(2)]dz. 
B(z,1) 
应 用 如 下 的 不 等 式 
C(R)z -zm a+b<n, 
f e=- ydys 4 tog EE, at+b=n, 
ye B(z,R) 
C(R), at+tb>n, 
和 
J |z — yl“) log —— dy < C(R), 
yEB(z,R) |z — y| 


其 中 C(R) 与 z, z 无 关 . 这 个 定理 的 结论 可 用 归纳 法 作 如 下 推广 ; 设 fe C*, 则 


Jeen 17 — y "OALY)dy, 1<k<n-1, 
FOLS SS NA) + 4 Seer os BEAR(Y) dy, k=n, 
0Sj<k lA illz (B@,1) k=n+1, 
(2.6.2) 
其 中 AL (x) = alk IP“F(z)|. 
ETM 2.6.1 4 1<p<%, Q) Æ R” HFR, V WHA) 的 一 个 子 空间 ， 如 
果 存 在 一 个 常数 C 使 得 lule < Cllgradullzp 对 ET RAZ, AMRA V 上 
Poincaré FA RE, 
定理 2.6.2 
1. 如 果 |Q| < co, 以 及 常数 函数 属于 WPO) 的 一 个 子 空间 V, 则 Poincaré 不 等 
AAV 上 不 成 立 。 
2. 如 果 人 ) 包含 任意 大 的 球 ， 即 如 果 存 在 Tk 一 00 和 zk €Q, 使 得 Brg, re) CO, 
则 Poincaré 不 等 式 在 Wi?(Q) 上 不 成 立 ， 


第 二 章 分 析 基 础 -55 . 


3. VN 包含 在 宽度 为 d 的 带 形 中 , 即 存在 EE R", EE 二 1 和 CI{reR",a < 
E-2<B},d=B-—a, MAMA u c WEP), lull < Codllgradullz>, Co 
是 一 个 普 适 常数 ,与 OAK. XX p= co, Poincaré KFA WHOM) 成 立 当 
且 仅 当 存 在 C < co, 使 得 对 所 有 的 x ER, dist(z,0Q) <C. 

4. 如 果 |Q| < œ, 则 Poincaré FF AA W,?(Q), l<p<o RÈ, 


lulz? < C(p)|Q)'/"||gradul| re. 


5. 如 果 了 到 LP?( 人 9) 的 单 射 是 紧 的 ， 则 Poincaré 不 等 式 在 W17(Q) 的 一 个 子 空间 

V 成 立 等 价 于 工头 下 
证 明 1) 如 果 |Q| < co, 则 1eE WI1?(Q), 但 grad 1=0, 这 与 1 EV RAR. 

2) $ € Co(R"), $ # 0, suppg C B(0,1), W wk(z) = $ (57%) € CHM) 
AL llulloe = rg” l$l, lgradullzr = rg lgradullzo; 如 果 不 等 式 成 立 , 则 1 < 
C/rk, 因此 , 在 WO”(Q) 上 的 Poincaré 不 等 式 给 出 了 一 个 Q 包含 球 的 大 小 的 界 . 

D 先 考虑 n = 1 的 情形 ， 我 们 已 经 说 明 对 于 v € CHR), maxzer|v(z)| < 
t fer gl|dr. RM, MMT RA I = (a,b) A u € CH), WA lele < 
lulled? tf [82 | da < (3rd, 其 中 4d 一 6 一 a, 可 得 对 所 有 的 u € CHL), 
lule < 4g RE. 对 于 带 形 情形 , 我 们 可 取 以 en = E 的 正 交 基 , 使 得 这 带 形 
可 定义 为 a < zn < B. 对 于 任何 Z = (z1, ,zn-1) RNA fe |u(x’,2n)\Pdan < 
2-P dP fe | ge (x! (2', zn)| dan, 关于 zx/ 积分 得 1 < p < œ HEH Poincaré 不 等 式 . 对 
Fp=o, 由 于 2) 这 条 件 是 必要 的 ,充分 性 是 因为 对 每 个 z EN 存在 z e 80 满足 
|z -z| < C, 且 如 果 € C(O), 在 区 间 [lz,zl 上 以 及 在 的 支 集 之 外 存在 y, 使 得 
ju(z)| = ]u(z) — u(y)| < Cligradul| zo, 则 同样 的 不 等 式 可 以 延 拓 到 WO). 

4) 如 果 p = 00, 结论 来 自 于 3). 对 于 1<p<oo, 取 gqg<n 使 得 1 <g<p<g"， 
对 所 有 u € CFP(R"), 由 Sobolev 不 等 式 jullzw < Cllgradullze 和 Holder 不 等 式 
lullze < |9|" llullze, & = 5 + ge UR ||gradullza < |Q\?||gradullzr, 8 = 二 一 二 Bp 
得 Qa 十 B= 上 的 结论 . 

5) 由 1) 知 1 gV, 这 就 得 知 必要 性 成 立 ， 对 于 充分 性 , RE, =V, A= 
grad, Ey = (L?(Q)))”,. B 是 到 Es = LP(Q) 的 单 射 , 则 可 将 证 明 转化 为 下 面 的 命题. 
命题 2.6.1 设 E, 是 Banach Zi), E2, E3 AMIE. AE £L(Ei, E2), Be 
L(E}, E3) 使 得 a) ule, ~ Aulla, + |Bulle,, 6) BRR. MAT REM R 


ae 


1) A 的 和 是 有 限 维 的 ; 

2) A 的 值 域 是 闭 的 ; 

3) 存在 常数 Co RB, RF 是 一 个 赋 范 空间 , 也 < L(EL,F) 满足 当 Au=0 
时 Lu=0, 则 对 所 有 的 uc Ey, 有 [Lully < Col[L||jAulle, 成立 ; 

ARG 是 一 个 赋 范 空间 ,NM € L(E,,G) 满足 当 Au=0,u #0, Lu #0, 
则 ule, ~ Aule + ||Mullg RÈ. 

这 个 命题 的 关键 性 的 假设 是 紧 性 , 否则 结论 可 能 不 成 立 . 例如 : 对 于 1 < p < ce， 
Bl = W'?(R), A= È, E = E; = LP(R), B Æ W(Q) 到 LP(R) 的 单 射 (不 
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紧 ), WA 的 值 域 非 闭 ,是 稠 的 . 对 于 p = 1 是 闭 的 , 等 于 L1( 民 ) 中 积分 为 零 的 子 空 
ia. 

如 果 考 虑 在 有 界 开 集 上 的 Sobolev 空间 的 紧 性 ， 对 边界 就 要 求 有 足够 的 光滑 性 . 
这 个 命题 的 证 明 可 见 Tartar 的 讲义 [64]. 


g2.7 “ 非 线 性 估计 


2.7.1 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 


在 非 线性 偏 微分 方程 分 析 中 , 我 们 经 常会 遇 到 复合 函数 的 各 种 导数 的 积分 估计 , 其 
中 最 基本 的 是 来 自 Leibniz 法 则 或 链 锁 法 则 的 估计 . 而 要 导出 这 些 估 计 就 需 用 Gagliardo- 
Nirenberg 不 等 式 , 为 此 我 们 先 来 证 明 这 一 不 等 式 . 
定理 2.7.1 设 Q C 了 有 R" 是 一 个 开 集 , 1<pq<%, jm RAPER, OSG <m, 如 


果 
1 j G z) l-a 
一 一 一 二 — — — + 
p n r n q 


成 立 ， 其 中 a € [去 ,1], 如果 1 < gy < 00,4 <1. mata u E WAN 


m—3 


L1(Q), lal = j, Deu € L?(Q), 此 外 ， 成 立 不 等 式 


lll iar < Cut lulla- (2.7.1) 


我 们 仅 对 we CE (R?) 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 一 般 情形 可 由 稠密 性 的 讨论 得 到 . 先 证 
一 个 一 阶 情形 的 不 等 式 . 
命题 2.7.1 设 1<p,g,7 <œ, =al} -— i) + 1, AF acol, 如 果 7 二 n> 


2,a <1, F u € CER”), IC = C(n,p,q,r,a) 使 得 


lullze < Cljullgyar lulli. (2.7.2) 
证 明 对 于 7 >n, Xit p> q, 由 Hölder 不 等 式 即 可 得 


Pp—g 4q 
lire < jlell ps lulle- 


应 用 Sobolev 不 等 式 即 可 得 到 这 时 的 (2.7.2) 式 . 
MWEna>Ar<n, srt = 2, H Holder 不 等 式 , 有 


T 


lulle < lult lulz» 


其 中 a 满足 命题 条 件 ， 由 Sobolev 不 等 式 即 得 这 时 的 结论 ， 
对 于 7 =n, 首先 设 n = 1, 由 Holder FER lulle < |lull2。 lulli, 由 
Sobolev 不 等 式 即 得 结论 . 在 n > 2 情形 (这 时 a < 1)， 由 于 我 们 不 能 用 jullwan 
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估计 liullzw， 故 不 能 用 前 面 的 讨论 注意 到 对 于 t > 1, llul tu) = tult 3u, 
1 < j <n, 由 Sobolev 不 等 式 即 可 得 


luli er < COTH ays Uhl. (2.7.3) 
WE p> q+ oy, Wt> 1 ee ;外 =p EY" > q, th Holder 不 等 式 
a < lull lela, (2.7.4) 


a(n-1 一 C 
甚 中 i Tn = = a ) + le, 
由 (2.7.3), (2.7.4) 得 


lulis < (Qn) tlu P* eal ey POM Ileal ya 


tt 一 1)(1 一 cz) 1 
[ullze < (t/2n)= Ge lull yo E Da Iju lea CHa 


容易 验证 eye = Fp =e Eee = pL a M ay <p ME (2.7.2), 对 于 


p<q+ 7"), 由 Holder 不 等 式 得 |lullze < TA “ull .注意 到 3q > q+2 >p, 
p= 3q, 由 已 证 的 (2.7.2) 估计 [ulls 即 得 结 

为 证 含 有 中 间 导 数 的 不 等 式 ， 我 们 先 给 出 几 个 引 理 ， 
引 理 2.7.1 设 了 是 取 中 长 度 为 | 的 一 个 有 限 区 间 , u € LUD, u” € L(I), q,r € 
[1, co], W u’ € LP(I), p € [1,œ0) 且 


leery < AU ellan + 2u” H, (2.7.5) 


#Py=1+1-l, 2=141, 
证 明 作 一 个 平移 与 伸缩 变换 ,可 将 不 等 式 转化 为 了 = (0,1) 的 情形 , 即 


le'le < lle" lzen + 4llullcecay- (2.7.6) 


显然 ， 这 个 不 等 式 的 最 强 情形 是 在 p = co,qg =r = 1。 因 此， 我 们 作 一 个 辅助 孙 数 
é e CH0, 1) 1C?((0, 1) \ {3}), OS € <1,£(0) = 1,8(0) = €(1) = £(1) = 0. 对 
FO<a2 < 1/2, E(x) = 1-227; MF 1/2 < z < 1, (x) = 21 — 1), 注意 到 所 作 
的 E(z) WE E(x) = —4, 0 < z < 1/2; E(x) = 4,1/2 <z<1. 分 部 积分 fo Ev'de 
即 可 得 


lz (0)| < 4llvllrico,n + Nv’ ero 


对 于 给 定 的 0 < x < 1, 我 们 导 得 


I 
lv (zx)| < |v"(0)| +/ lw ldz < 4llvllz10,1) + 2)v reo,): 
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引 理 2.7.2 设 1<p,g,7 < oo RA Z= iti, 则 对 于 uc CHR), 


[wes < 8llullza llu” lr. (2.7.7) 


证 明 ”对 于 给 定 的 ue CHR), 及 任何 区 间 ICR, S fA = ||P ulia a g(I) = 
OP lu cy. 对 于 任意 给 定 的 5 > 0, 存在 正 整数 | 和 不 相交 的 区 间 D,- , 使 得 
Ur<j<ul; D suppu RAM PER: 对 于 所 有 1 <7 <1, 


l < 1 十 |suppzul/0， (2.7.8) 
或 1;| = 8, SA) < gH), 
| 或 | 万 | > 6,f(1;) =g) ` (2.7.9) 


事实 上 , $ ro = limsupu, I = (zo,zo + ô). 如果 fF) < go), Fh =I; wm 
果 f(T) > 9( 门 , 注意 到 O(t) = fto, xo + 64 t), Y(t) = glzo, zo + ô + t) 满足 
(0) > W(0) A124 t — oo BY, H(t) 一 0, v(t) 一 0. FE t > 0, 使 得 olt) = V(t), © 
五 =(20,20+ 641), 那么 我 们 看 到 h 满足 (2.7.9), 如果 suppu É h, 我 们 能 重复 
这 个 构造 . 由 于 suppu 是 紧 的 且 | 万 | > 6, 通过 有 限 步 , 如 ! 步 , 可 以 得 到 一 族 不 交 的 
FKE G 均 满 足 (2.7.9) H. 


U I; C suppu C U Ij. 


1<j<il-li 1<j<l 
这 意味 着 (2.7.8) 成 立 . 固定 5 > 0, 由 引 理 2.7.1 可 得 
l 
f ful Paar < 2-15 (2P Fj) + gl). 
R pa 
S A= {j € {L1}: |G) = 8}, A = {j € Ce IG] > ô}. h (2.7.9) 
Qo 1} =A U Ay, MUR E Ar, 则 FC) < gl) CPE 


2? f(s) + g(J;) (2? + 1)g9(1;) < (2? + DGPP hu” li 


(2P + 1)0P llu" 


"(DD) 


IA IA 


T(R) 
从 上 式 和 (2.7.8) 得 


5 (277(D) + 9(7)] < (2? + 10 + [suppul/6)? |" [Pega 
JE41 
如 果 j € Aa, 则 由 (2.7.9)7(D) = 90). 因为 FUI) = lelaga le egy 我 
们 看 到 对 于 所 有 了 € Az, FC) = gU) = Walla, isa 从 上 式 我 们 得 到 
D PIU +0) < P+D 2 ela le la 


JEA2 TEA42 
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p/2q / 
p/2r 
(2? +1) (5 } a (cae 


< 
JE42 
2 2 
< (2P + Delle ay le ence): 


从 上 可 得 
— 2 
f jul Paz < 2P12P + 1) [hEr lle” Ie +C + lsuppul/8)0 lu" Inc - 
由 7 的 定义 及 r>1 得 Yp=1+p 一 2>1. 令 60, 得 


2 2 
Whar < Pee + a) lay ea: 


因为 22 十 1 < 2?+1, 我 们 看 到 22?-1(2? +1) < 237, 引 理 的 结论 来 自 取 上 述 不 等 式 的 
第 p SR. 
命题 2.7.2 对 于 给 定 的 整数 m> 1, 存在 常数 Cm 使 得 对 于 UEC CH(R") 成 立 


| Buller < Cralull ge VOull 7. (2.7.10) 
RP i= leo,n, B= 24+ OS GS m1 < par <o 此 外， 对 于 
u € CER”), 

lullwis < Callull g lehm (2.7.11) 


证 明 对 于 j= 0,m, 是 显然 成 立 的 . 我 们 设 1 < 7 < m 一 1, 分 四 步 进行 ; 
1. 如 果 1<p,qr< oo 满足 2= i +i, i€ {1,--- n}, 则 对 所 有 u € C2(R"), 


laulitere) < 8llullze lulle r). (2.7.12) 
事实 上 , 先 设 p < oo, $ r = (zt , tn) € R”, 由 (2.7.5), 
v(t) = u(x,--- »Ti-1,t, Ti+; ++ , Tn), 


Ry 


关于 其 他 变量 在 RYO! 上 积分 , 用 H6lder FERIAM +Z = 1) 得 证 (2.7.12), 
对 于 p= œ, 可 令 p Z co, 即 得 . 
u € CF (R”) 

lðullze < 8 lulls orl (2.7.13) 
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关于 m 用 归纳 法 ,mm = 2 时 ，(2.7.13) 成 立 ， 设 对 于 不 大 于 某 m > 2 成立， 设 
mH 二 二 十 @ tHE Pa f+ SO. 特别 地 , min{p,r} <t < max{p,7} 这 样 
1 之 t+ < o, 将 (2.7.13) 用 到 Ou, 得 


1 mol 
Pull ze < 873 art ulaula (2.7.14) 
Ht WE MUR 2 = ii, WOE 
lO:ullz < 88u Walle, (2.7.15) 


至 此 即 得 m 十 1 时 的 (2.7.13)。 

3. (2.7.10) 式 的 证 明 : 对 m > 2 用 归纳 法 . 对 于 m 一 2, 由 第 一 步 可 得 . 设 
对 于 某 m > 2, 不等式 (2.7.10) 对 所 有 的 1 < 7 了 <7 一 1 成 立 , 设 1<j7<m, 
mtl _ 一 了 十 TH, eM tHe B= i 1 十 mihi 一 了 , 可 得 


p r 
m+1l—-j _ m m+i g-1 
t m+l p r 
_ m m+1l—-j m+l1l-j 
=~ m+l1 q o (m+1)r ©? 


这 样 0 之 t+< oo0, 由 此 以 及 qr > 1 可 得 
m+1l—-j m m+i-j 7 十 1 一 7 


= < 1—j. 
t m+1 q (m+ 1)r m+ 7 
这 样 , t> 1. 用 (2.7.10)( 用 7 一 工 代 妃 , 得 
læ ulz < Crap aF ae ull 


由 上 面 t 的 定义 以 及 TE = i+ Y, 从 第 二 步 即 可 得 


Oullr: < 87 Lapta g julg, 


即 得 m 十 1 时 的 (2.7.10)， 
4. (2.7.11) 的 证 明 : 由 第 二 步 


Jullwan < 8% full IU 


如 同 第 三 步 即 可 得 证 (2.7.11). 
接 下 来 我 们 来 证 明 u © CER”) 情形 的 定理 2.7.1: 对 于 (mm j)r < m < StH 
11 n 定义 , 使 得 r < t< co, 将 Sobolev 不 等 式 用 到 j 阶 导数 的 uf 


llullwie < Cllullwenr. 


& s ÑE B= 14 Ml 使 得 min{fq,7} < s < max{gq,7}. 从 插值 不等式 (2.7.11) 得 


moj Ab 
ullwas <Cllullz? ellir: (2.7.16) 


第 二 章 分 析 基础 ‘61. 


由 定理 条 件 以 及 ts 的 定义 得 圭一 十 86 = MO 由 于 j/m <a < 1, 我 们 看 
7j 0< <1, KM Holder 不 等 式 得 


m-i i 1-6 
lulls» < Well Ssellelltc’, < Cally (i lule) l 


这 里 用 了 t 的 定义 以 及 (2.7.16). 

对 于 (m—j)r > Ala = 1, 注意 到 如 果 a = 1, 由 定理 条 件 得 l= 2-7 <0, 
这 样 仅 有 的 可 能 是 (m — jr = fl p= œ, 也 即 仅 7 = 1 是 可 能 的 , 由 Sobolev 不 
等 式 即 得 结论 

对 于 (m- j)r > na < 1, t EXX P = i4 , 使 得 min{g,7} <t < 
max{9,7}。 由 插值 不 等 式 (2.7.11) 得 


mj i 
lullwse < Clul rs [fell Zane (2.7.17) 


如 果 定 义 s 满足 a} = 1 | mast 使 得 min{p,r} < s < max{p,r}, 由 (2.7.11) 
得 


1 Tt 一 了 一 1 


lullwi+s < Cllullipmer luly - (2.7.18) 


对 于 ae (0,1), a = eee At = a (i E) +4. 将 一 阶 GNA 


等 式 用 到 u 的 了 阶 导数 佑 计 得 


lull wae < Ollullfyseisllull yee (2.7.19) 


综合 (2.7.17), (2.7.18) 和 (2.7.19) 得 


+(j/m)(1-a)(m—j) (1—j/m)(1—a)(m—3) 
lullwar < Clup ste AMD Nal] grr 


由 a 的 定义 得 a = HUMU AM, ae ih ee EERE. 


2.7.2 Leibniz 法 则 
定理 2.7.2 (Leibniz 法 则 ) & MEN, u,v € LO(R"), 使 得 对 于 所 有 的 a EN" 满 
XX jal =m, 0%u, 0% € 大 (了 2)， 则 


max 0% (uv) || Lr ae) (2.7.20) 


< Cn ( max Ould ol ce) + [lem wey max [8v ) 


如 果 s>n/2, 我 们 有 


Cs(|ullzsRnjllollz<ogn 二 wellzeeRsllollzscRn) 
Cllullasllollzrs: (2.7.21) 


这 说 明 这 时 的 HS(R") 是 一 个 Banach RK. 


uvl as (Rn) 


IA IA 
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证 明 || uller = maxiaLm 3 ulr. 则 对 于 任何 w 有 
lwes D SEM oe 


B+yoa 


成 立 . Be sty = by SPL re = Ly mb 由 Hblder RER, G-N 不 等 式 以 及 
Young 不 等 式 得 上 式 的 左边 


B+ 
< D 7! y)! l3 ull pay l vlea 


5 Bly! 
B+y=a 

< D SEM [Coor p L Cooma ong] 
price 

< 之 ah Ze (a ule ole)! (ele ules)? 
Bryno 


< C(O" ullzr|loliz + lules l3 lize). 


对 于 后 者 ,只 要 用 Sobolev 不 等 式 ullz= < Cllullzs,s > n/2 即 可 . 
注 2.7.1 对 于 分 数 次 的 情形 粗糙 地 说 有 


D? (uv) & u(D%v) + (Dau). 


FAA ST ME HF, 也 有 D(F(u)) © F'(u)D*u, 其 中 D*, a > 0, 是 分 
数 次 的 微分 算 子 . 
一 般 情形 , 我 们 有 
推论 2.7.1 R u, uy € L(R"), 6941,… ,6%wj € L'R”), 则 对 于 YF Jaa = 
m, 

uy -++ Pus < Cm max [Pieles sup lecuallrr。 


a| Sm 


2.7.3 Moser 型 估计 


对 于 复合 函数 的 导数 , 我 们 有 下 面 的 Moser 型 估计 . 
定理 2.7.3 设 Flu) 充分 光滑 , F(0) = 0, u = (u, UN) E€ W*P(R") 1 <p< 
+oo,sEN A 
lullo) < M, (2.7.22) 


则 F(u) € W*P(R”), 且 


[FC |lwsremey) < CCM) hulle): (2.7.23) 


第 二 章 分析 基础 -63- 


证 明 4 s =O RT, 是 显然 成 立 的 . 对 于 s > 1G ABA F0) = 0), 只 要 证 
||D*F(u)||ze < C(M)||D*ullze. 


为 了 方便 , 设 u(x) BSR, 求 导 可 得 


ID Fole TIS 


l<p<s 
其 中 ier Qi = P, Yii Qi = 8. 对 于 Pi = 还 用 Holder 不 等 式 ， 以 及 对 于 
m = s,p = œ%,q = p fil pi = 72 A Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 , 即 可 得 结论 
定理 2.7.4 若 将 下 (0) = 0 换 成 当 jul < M H F(u) = Ollut, a 之 1 为 整数 ， 则 


-(Du)™ . (D?u)® .(Dsu)os|r (2.7.24) 


IF (u)|lwer(eay < Colello Ty lulle, (2.7.25) 


其 中 i= 1b +i ,1 < pig r < +00. 


lF (u) — F(v)llwsr < C(u — vllze(lullwse + llvllwsa) (2.7.26) 
+\ju — vliwsa (ulige + lolz) dulze + lelle) 
HP isiti l Spgs too. 
证 明 对 于 不 等 式 (2.7.25) 我 们 证 明 一 个 特例 , 即 pi = 1, p: = 00,2 < i < a. 注意 到 
F(0) = F’(0) =--- = Fa(0) = 0,FI+a(0) £ 0, 可 得 F(u) = A(u)u'**, H(0) Æ 0. 
记 G(u) = H(u)u 由 乘积 函数 的 估计 得 
ICallwsr < Ce (Glue llullwee + GC ws lulle). 


再 对 G(u) 用 不 等 式 (2.7.23), 然后 对 于 7 =q, p = co 反复 应 用 乘积 估计 可 得 结论 . 
对 于 不 等 式 (2.7.26) 只 要 注意 到 F(u) Fw) = Glu,v)(u—v), 其 中 G(u,v) = 

O(\ul® + vle), 用 同样 的 方法 可 得 . 

推论 2.7.2 设 F(u) 充分 光滑 ,下 (0) =0, u = (u, un), LAR 


u(t, 上 省 any < M,Vt > 0, (2.7.27) 


且 使 下 述 不 等 式 右 端 出 现 的 范 数 有 意义 ， 则 
IF (ult, -llwy < COM) |lu(, ws Yt 2 0. (2.7.28) 


其 中 C(M) 是 一 个 与 M 有 关 的 常数 , 1S psto. 
推论 2.7.3 车 将 F(0) = 0 换 成 当 ul < M 时 , F(u) = O(lul'**),a > 1 为 整数 ， 
HET eR tS O 成 立 ， 则 


IF (ult, llwgr < Collult, Iwao TE lul, Niemi VE > 0, (27.29) 
i=l 


其 中 =bg thl < Pig r < +00, 
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以 上 两 个 不 等 式 只 要 注意 到 


= > ow rW, (Du ja. (D?u yor. -o (Duw), 


l<p<s 


iar G = p, Vint 04 = 8 F Ojj i ,Qs, 或 全 为 零 , 或 最 多 只 能 有 一 个 为 1 
而 其 余 均 为 零 ， 即 可 得 以 证 明 . 

定理 2.7.5 设 u € LO(R”, RY), F €e C™(RY), A 0% € L'(R”),|a| = m, 则 
Ə F(u) € L'(R”), 且 如 果 m > 0, 则 有 


Sup 3" F (u)l|zr < Cm ER (8 F)u)lljul g T Sup [|O° wll zr. 

=m I< = 

而 对 于 mm 一 0, A |F(u)-— FOl- < Miluller, HP M&F & Lip 常数 .更 一 般 
地 我 们 有 


sup ||O°(F (x, u(a)) — F(x, 0))llz- 


lal=m 


< Ch sup sup |@207F(a,v)|llul| PE" ulr 
pinisil jul <|[rell poo 


+ CY sup sup |d20,F(2,v)|lullzr. 


lal=m [v]<|lul{ Lee 


§2.8 Fourier 限制 理论 


众所周知 , 4 f © L1(R") 时 ,其 Fourier 变换 f 是 一 个 有 界 的 连续 函数 ,这样 
f 在 任何 超 曲 面 的 限制 是 有 意义 的 ,或 完全 确定 的 . 另 一 方面 , 如 果 fe LR”) mf 
可 以 是 L? 中 的 函数 , 但 L 函数 是 几乎 处 处 有 定义 且 在 一 个 零 测度 集 (如 超 曲面 ) 上 
可 以 是 任意 的 . 问题 是 对 于 1 < p < 2 的 7P 函数 f 我 们 是 否 可 以 给 出 广 在 一 光滑 超 
曲面 S 的 限制 呢 ? 这 是 现代 Fourier 分 析 中 的 一 个 基本 问题 , 它 与 波动 方程 解 的 正则 
性 有 着 密切 的 联系 . 如 果 我 们 取 S 是 一 个 超 平面 , 立刻 可 以 得 到 否定 的 回答 . 事实 上 ， 
设 f(ei,2') = ulzi jola’), F(E, E) = WG iE), z,é E€ R, x’, E e R°, f 到 超 平 
面 & = 0 的 限制 仅 当 立 (0) = f w(x)dx 是 完全 确定 时 才能 被 完全 确定 . 对 任何 p > 1 
我 们 总 可 以 找到 一 个 u € LR), 使 得 Judr 没有 意义 . 这 导致 当 p > 1 时 Fourier 
变换 在 超 平面 上 的 限制 是 不 能 定义 的 . 如 果 我 们 考虑 具有 非 零 曲率 的 超 曲 面 就 有 不 同 
的 回答 . 为 简单 起 见 , 我 们 考 虚 球面 这 个 模型 情形 . 


2.8.1 Stein-Thomas 定理 


下 面 的 结 吉 果 是 由 Stein 首先 证 明 的 , 而 后 由 Thomas 推广 , 最 后 又 由 Stein 给 出 
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定理 2.8.1 (Stein-Thomas) 设 Sn-1 是 R 中 的 标准 的 单位 球面 , do 是 其 标准 的 体 


RAK. HSE LP(R"),1< p< 7D 则 Rf =f lore (8S) 以 及 


RF llr2(sn—1) S If llzeqe)- 


”这 个 定理 有 一 个 等 价 的 对 偶 公式 ， 定 义 Stein HEH Fourier 限制 算 子 Rf = 
f \gn-1 SESE, 


Sola) = R'a) = fe g(@)dag ~ (oda) (a), 


其 中 9 是 一 个 定义 在 球面 上 的 函数 。 
定理 2.8.2 i f E€ 72(S"-I) 和 PRID < p< oo, wl Sf ELP(R") 且 


ISfllzecn) S Illes- (2.8.1) 


注 2.8.1 REI p= p, 二 2(n 十 1)/(n 一 1) 证明 定理 2.8.2 事实 上 ,对 p> p, 由 
Sobolev FARINA 
|S fllze S || D°Sf le 


ats =Nn(1/p.—1/p) >0, HP (Deu) (E) = EAE, 但 这 里 D'Sf = S(j F) = 
Sf. 这样， 如 果 我 们 能 证 明定 理 当 p= 二 px 时 成 立 ， 则 对 任何 p> px 


|Sf lle S [|S lle S Ills). 


注 2.8.2 如 果 我 们 用 du = wdo 来 取代 do, y € CO(R”) ,结果 仍然 是 对 的 。 因 为 这 
定理 意味 着 
(fap) ze S lifeless- S Wf licen): 

此 外 ， 用 单位 分 解 ， 只 要 对 Sf = (fdu) 证 明 定理 2.8.2, 其 中 du = ydo 和 
we CER”) 支 集 在 球面 上 一 个 点 的 一 个 小 邻 域 中 ， 昌 然 这 是 显然 的 ， 但 这 很 重要 ， 
因为 我 们 可 以 局 部 化 一 个 估计 式 , 这 一 点 以 后 我 们 将 看 得 更 清楚 。 
注 2.8.3 (Knapp AA) 由 于 下 面 的 反例 , 定理 2.8.2 的 结果 对 任何 p <p, 是 不 成 
立 的 。 

对 某 个 小 5 > 0, 定义 相 空 间 中 的 区 域 D = {EER”:|& —1| < 67, El < 5}, 
设 f 二 Xsn-inD 是 SINAD 4 ie HR, M 


Ilfllzagn—ay = IS! DIV? ~ 02, 
我 们 能 把 Sf BA 


SJ(z) =e | dag, 
SND 
位 相 olz, E) = r&i 一 1) 十 2 6. 在 物理 空间 中 , 我 们 可 以 国定 一 个 区 域 


Tr6-1 
6 


}. 


672 
R={xeR": |x| < T le'l < 
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使 得 对 于 r ER! , EED, RMA olz, E) < T/3. Bat, 42 eR, 


ISf(2)| > R(= Sf(x)) = [ 


Sn 一 Im 


cos(b(z;E))doe > 1/2|S"7} N D| 


这 意味 着 
WS fle 
If llz2 
对 于 小 的 6, B (2.8.1) 这 样 的 估计 要 成 立 就 要 求 P 
的 p> p = 2244, 
这 个 例子 提示 我 们 算 子 5 的 结构 中 有 抛物 的 标尺 性 质 , 来 自 于 球面 的 非 零 曲 率 。 
定理 2.8.1 有 另 一 个 等 价 的 公式 ,我 们 可 以 用 下 面 的 抽象 引 理 到 Stein AF S: 
ZL2(S"-1) 一 LP (R°) 后 可 以 看 到 . 
引 理 2.8.1 设 H 是 一 个 Hilbert 空间 , B 是 一 个 Banach 空间 ,用 Bl 记 其 对 偶 ， 
万 是 妃 的 一 个 稠密 子 空间 .考虑 一 个 线性 算 子 TT: D-H, 设 T* 是 其 对 偶 ， 由 


(T*v, f\p = (uv, Tf), Vf € Dive H AXHARAF, 其 中 (,) ZA 中 的 内 积 ， 则 
下 面 的 叙述 是 等 价 的 : 


1. 存在 C,0<C < co, 使 得 对 所 有 的 fF CD, 


? > gt A DIRI? ~ 6 


P 


一 BEL > 0, 这 就 是 说 仅 有 可 能 


Tf lla < Clifita; 
2. R(T*) CB’, FECL <C< co 使 得 对 所 有 的 vEH,， 
IT*vls, < Cllolla 
8 TT* : B' 一 B 是 有 界 的 ; 
4. R(T*T) C B', 存在 C,0 <C < oo 使 得 对 所 有 的 ED, 
IT*T fll < C?lfls. 


如 果 这 些 条 件 中 的 一 个 成 立 ， 其 他 的 算 子 全, T* 卫 就 自动 廷 拓 到 从 日 到 及 ,和 BB 到 
B' HARAT. 此 外 , 设 BA B' 的 一 个 闭 子 空间 , 若 把 条 件 2 3 HR 
2 R(T*) C B 和 2 的 不 等 式 满足 ， 
? R(T*T) CB 和 3 的 不 等 式 满足 
则 2’ 等 价 于 2 且 可 推出 1, 
证 明 从 1 推 得 2: Hv e A, 则 对 所 有 的 f ED, 


KT*v, f)p| = |v, TAI < Cllvllaliflls. 
2 推 得 1: 设 f © D, 则 对 所 有 的 v€ A, 


Ku TAI = Tv, fool < IT" vllaliflla < Cllvllallflls. 
显然 , 从 1 和 2 可 推 得 3. 
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3 可 推 得 1: 设 fe D, w 
(TETP) = (TTF, fp < ITT Flee < CID 


2 推 得 2, 3 推 得 3 以 及 R(T*T) C R(T*), 是 显然 的 . 因此 , M2 推 得 3’ 推 
得 1. 另 一 方面 , 由 定义 R(T) c N(T*), 因此 ,由 正 交 分 解 H = R(T) R(T)4, 


我 们 有 R(T*) = T* R(T). 但 在 条 件 1, 2,3 F, T 是 有 界 的 , 因此 是 连续 的 ， 
T*R(T) c T*R(T) = R(T*T) CB. 


如 果 R(T*T) CB, A B 是 闭 的 . 因此 , 从 1, 2, 3, 我 们 有 3 推 得 2’ 成立 . BORE, 3 
等 价 于 X. 

注 2.8.4 2 和 3’ 应 用 在 如 下 情形 , B 有 一 个 大 的 对 偶 空间 , 但 我 们 知道 T*TB C B, 
其 中 (B, B) 是 一 对 偶 对 . 对 于 一 维 的 SNL 方程 , B = L4/3(J,L1),B = LA(I, L”) 
是 一 对 例子 .Leo 既 不 是 自 反 的 , 又 不 是 可 分 的 ， 

推论 2.8.1 设 A, D 和 两 个 三 元 组 (BiTi, Ci) i = 1,2 满足 引 理 的 条 件 1 2, 3 W 
对 所 有 的 j= 二 1,2, 我 们 有 R(T*T;) C Bl 且 对 所 有 的 feED 


ITET; f lla: < CiCjllflls,.- 


特别 地 , 由 算 子 TFT, 连续 性 可 以 延 拓 到 从 B; 到 B 的 一 个 有 界 算 子 , 且 上 式 对 所 有 
的 EB; 成立. 

注 2.8.5 TT* AA Stein 算 子 来 说 对 应 于 球面 上 测度 的 ( 送 JFourier ERA, 
形式 地 , 我 们 有 


SS* f(x) = SRf(z) = [ ei? F(E)dog = f [ el V8dae f(y)dy = dov*f (a). 
S 1 n JSnr-i 
那么 我 们 所 需要 证 明 的 是 对 于 p > p, 
ldo” * Flle») Ss IF ll ne can): (2.8.2) 


注 2.8.6 从 SS* 的 卷 积 结构 我 们 有 越 多 有 关 do’ 的 信息 ,就 越 能 了 解 算 子 S 的 性 
A. 从 doV 的 大 小 的 一 个 衰减 估计 我 们 就 能 得 到 : 
ldo” (x)| S (1 + |e) "3. (2.8.3) 

如 果 我 们 试用 Young RFA, 有 

do“ * fllrs < lldov |r lf ll ce 
对 于 1 十 1/p = 1/r + 1/p, 这 意味 着 7 = p/2, 1 (28.3) 说 明 当 Sx Bon 
H, do’ € DP ,这 就 给 出 (2.8.2)  p > AY 成 立 。 若 把 Young 不 等 式 换 为 
Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 我 们 也 可 以 得 到 Dp 二 ane 的 情形 , 但 仍然 离 要 求 
p=2n+1)/n—1 较 远 , 这 就 是 Stein 的 初始 结果 . 
注 2.8.7 另 一 个 有 意思 的 问题 是 限制 定理 与 偏 微分 方程 有 明显 的 联系 . 事实 上 ， 如 果 
u=do’«f, 则 是 线性 椭圆 方程 Au 十 入 二 0 的 解 , 因为 

F(u + Au)(€) = (1 = JEPS — le) F(E) = 0 

我 们 将 采用 不 同 的 方法 与 不 同 的 观点 来 证 明 定理 2.8.2, 


- 68: 非 线 性 波动 方程 


2.8.2 解析 插值 证 明 


按照 注 2.8.6 和 注 2.8.1 只 要 证 明 Uf = do“ x f HE 


IU fl pps (R”) Ss Iflg (2.8.4) 


其 中 p, = 2(n + 1)/(n — 1) A p, = 2(n 十 1)/(n +3). 一 般 ， 除 一 些 特殊 指数 如 
p= 4,6 ( 仅 发 生 在 = 2 Kn = 3) 外 , 要 直接 得 到 L? 一 LP 估计 通常 是 非常 复杂 
H, 生 我 们 不 知道 任何 的 直接 的 证 明 . 在 具体 的 估计 中 我 们 先 作 L- L? 估计 ， 因 为 
这 时 Plancherel 定理 是 一 个 有 力 的 工具 , 或 L- L 型 估计 , 因为 震荡 积分 的 逐 点 豪 
减 估计 可 由 稳定 位 相 法 得 到 ; 这 建议 我 们 对 L? 空间 使 用 插值 理论 . 但 L- L? 估计 ， 
对 于 算 子 U 来 说 是 被 排除 的 , 因为 Knapp 反例 和 L 一 L 估计 太平 凡 , 不 能 回答 我 
们 的 问题 . 这 里 Stein 插值 定理 显示 了 一 定 的 威力 , 由 于 它 人 允许 我 们 从 对 不 同 于 UU 的 
算 子 的 L? 一 L 及 LO — L 估计 得 到 U OL — LP 估计 . 

我 们 将 通过 构造 一 族 卷 积 算 子 US = LY * f, 其 中 jz 是 关于 z 有 解析 依赖 性 的 
分 布 , 来 完成 证 明 . 参数 z 本 质地 反映 了 分 布 1z 的 齐 性 的 次 数 , 正 因为 这 样 , 自然 把 
我 们 的 目标 放 在 z= 一 1, BOR U1 =U R u = do, 由 于 dc 能 写成 球面 上 6 分 布 
(-I 次 齐 次 ) 的 拉 回 : do ~ 5(1 — |é|)dé. 

对 Us 的 L- E 估计 将 得 到 . 事实 上 , 如 果 u 是 一 个 有 界 函数 ,由 Plancherel 
定理 , 我 们 有 


ef lez = (Usf) nz ~ ez: fhez 
< ual If llze- (2.8.5) 


HER hz(&) 有 界 , 我 们 必须 要 求 uE) 本 质 上 是 0 KFK. 因此 , 当 z 在 直线 
R(z) = 0 时 就 能 得 到 . 当 jy 与 一 个 有 界 函 数 一 致 时 , 由 于 直接 地 我 们 有 


Wz Flin S Wee llc ll flies (2.8.6) 


对 Uz 的 一 个 Lt LO 估计 仍然 可 以 得 到 . 为 从 (2.8.5) 和 (2.8.6) 的 解析 插值 得 到 
(2.8.4), 我 们 希望 后 者 发 生 在 直线 Rz) = a, 其 中 a 满足 
0 + 1-@ 1 0 1-8 


1 
-1=6a+(1-0)0, = = — + = = 
a+( 0, 去 o0 2 °p 1 2 


4 R(z) =a = 一 (n + 1)/2 时 , 上 式 成 立 . 这 个 讨论 导出 了 Stein 解析 播 值 定理 的 更 
细致 的 形式 . 
命题 2.8.1 设 Us 是 一 线性 算 子 的 解析 族 , 使 得 : 

i) U_y 一 U; 

üi) \Wef lle? S lIfllr2 , AR R(z) = 0 上 是 一 致 的 ; 

iii)||Uz fll S Ifl 在线 Riz) = -(n + 1)/2 上 是 一 致 的 。 则 我 们 得 到 


Of lla S fll pes 
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上 面 的 讨论 说 明 , 当 我 们 把 Usf 写成 JY * f 时 , 命题 的 假设 就 能 满足 ， 只 要 Hz 是 一 
个 满足 下 述 条 件 的 解析 分 布 族 : 
1. w-1 = do; 
2. u() 与 有 界 函 数 一 致 ,在 R(2) = 0 上 是 一 致 有 界 的 . 
3. JY(z) 与 有 界 函 数 一 致 , 在 R(z) = 一 (n 十 1)/2 上 是 一 致 有 界 的 . 
这 样 留 下 来 的 任务 是 定义 满足 上 述 性 质 的 分 布 族 ue 由 恒等式 6 = Xf! 和 dce ~ 
6(1 一 |&|) 的 启发 , 我 们 定义 分 布 族 


Hs(€) = e* x (1 — EDWIEN, (2.8.7) 
其 中 y e CER) 是 支 集 在 1 的 某 小 邻 域 (如 [1/2,3/2]) E v1) = 1 的 截断 族 . 我 
们 回顾 齐 次 分 布 x%, 当 R(z) > 一 1 时 , 此 分 布 与 函数 
zin _ J V/T(e+1)) 如 果 上 > 0, 
x(t) = | 0 如 果 t <0, 


一 致 , 其 中 工 函数 是 由 T(z 十 1) = /0 edt 定义 的 . 从 恒等式 T(z +:1) = 2zT(z)， 
得 到 


= (2.8.8) 


应 用 这 个 公式 , 通过 重复 使 用 分 步 积 分 ,Xx 能 解析 延 拓 到 2 eC. 具体 地 , 我 们 首先 
注意 到 对 R(z) > 一 1, 9 € CF 我 们 有 


f Z (to(tat = — f CEHOP Ade = = (1)™ f EHAA (at. 


这 样 分 步 积 分 充分 多 次 我 们 能 使 「 xi ddt 4 R(z) > 1- m 对 任何 m 有 意义 . 为 
了 看 到 yj! = 5, 只 要 取 一 个 分 步 积 分 . 事实 上 


J xl1bdt = -H5 f 7 Y Edt = (0). 


对 于 更 多 的 关于 X3 的 信息 以 及 分 布 理论 ， 人 们 可 以 参考 Gelfand 和 Shilov 及 

Harmanler 的 书 . 在 pz 的 定义 中 因子 es 的 选取 是 为 了 保证 我 们 的 算 子 对 S(z) 的 一 

致 有 界 性 . 事实 上 , 当 S(z) 一 co 时 e* 指数 衰减 , 在 直 条 形 —(n + 1)/2 < Rt) <0 

上 是 一 致 的 . 这 人 允许 我 们 在 下 面 的 不 等 式 中 的 常数 的 变化 有 b = R(z) 的 多 项 式 增长 . 
BR, u- 之 6(1 — [E)W(IEl) = do. 条 件 2 立即 满足 , 由 于 x77 4 R(z) =0 时 

总 是 一 个 有 界 函 数 ; 条 件 3 将 来 自 于 稳定 位 相 的 讨论 , 更 一 般 地 我 们 有 : 

命题 2.8.2 


nl 


ley (zx) SF jep RO E (2.8.9) 
证 明 ARERR E = rw, 我 们 有 


w= (Of edo rb) dr 
0 Jgn-1 
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回顾 在 suppy 中 7 接近 1, ARE dc 的 Fourier 变换 且 可 由 Bessel 函数 精确 地 表 
示 , 但 用 震 功 积分 估计 我 们 需要 的 只 是 它 能 写成 


doq) = | edou = Deorarllyl) 
gr-1 + 
其 中 震 幅 a+ 是 具有 下 列 训 减 性 质 的 光滑 函数 ， 


lBrar (OA < (+A (2.8.10) 


则 
u (x) = e” > | etirlelyž (1 ~r)az(r|2|)p(r)r?— tdr. 
+ “0 


在 ar 的 变量 中 的 因子 r 的 出 现 有 些 麻烦 , 但 由 于 r 本 质 上 是 1, 我 们 只 要 估计 
T(z) = co f 40 — rjetilelhp(r)r” tdr. 


由 于 x4 不 是 一 个 函数 , 上 述 积分 我 们 应 在 分 布 意义 下 理解 . 当 Rz) = -(n+1)/2 < 
一 1 时 , 重复 使 用 分 步 积分 , M (2.8.8) 我 们 把 积分 转换 成 


I(x) = a(x) [- xa — r) Ok (et ly (r)r"—)dr, 
0 
选取 使 得 —1 < R(z) +h < O, 则 从 (2.8.10) 和 下 面 的 引 理 2.8.2， 得 到 
MODS A +N E A + lepta + je EO, 


类 似 地 能 重新 得 到 对 wy 的 一 个 严格 结果 , 但 我 们 得 保持 a 的 导数 的 迹 与 前 一 样 . 取 
k 使 得 一 1 < R(t) +k <0, 分 步 积 分 次， 


uY (2) =e / FHA — rab e* Aly (rea. (rz)lar. 
在 各 个 因子 上 分 摊 导 数 , 这 就 成 为 形 如 
J EFEO — nal [ek thy (r)e™ Yl” (OF a) (ral) ar 


的 诸 项 的 和 , k= k +k", 我 们 看 到 在 a+ 每 增加 一 次 导数 就 会 给 被 积 函数 添加 一 个 因 
F |x|, 这 立刻 可 以 通过 (2.8.10) 增加 衰减 性 得 到 平衡 . 因此 , 由 引 理 2.8.2, 我 们 得 到 


lnla) < (1 + |x|) ROP al” + far)" 


引 理 2.8.2 & Pe CS(R), -l1<a<0,bdER, @ 


j etet a(e)atl < (1+) + AEA + lO)). 
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证 明 当 | 和 | < 1 时 , 我 们 只 要 取 绝 对 值 且 用 fo tadt < 00, 当 | 和 | > 1 时 , 我 们 将 积 
分 分 为 两 部 分 : 0 < t < | 和 |-! 和 [Al < t < co, 对 于 第 一 部 分 我 们 直接 就 有 


LA aa 1/IA 
| f e424 4 (t)at] < Ig f tedt < IA ellz. 
对 于 第 二 部 分 记 olt) = 一 fP° p (s)ds, W 
| eNetid g(t) (t)dt| = — nif el At yatib gy (s)dsdt| 
1/{A| <t<s 


IAI 


< |le"l|z2 sup | f ettibatl 
5 1/IA| 


通过 分 部 积分 , 容易 看 到 对 于 每 个 一 1 < a < 0, 我 们 有 


s 1+0? 
ert patibay 和 一 一 一 
Fy? ~ [Afra 
我 们 能 修改 在 上 面 的 证 明 中 的 讨论 建立 下 面 更 一 般 的 限制 定理 的 方式 , 打破 其 对 
称 性 , 考虑 沿 不 同方 向 不 同 指数 的 不 等 距 的 LP 范 数 . 
定理 2.8.3 固定 一 个 单位 向 量 w, 记 R” 中 的 元 素 为 £= (ty, 2’), 其 中 Tu = (zw) 
Z Tw FARAR, T 二 TX 一 Zw 是 工 正 交 于 多 的 分 量 , HOKA<L 我 们 有 
ISF zr, S IFIS- 


Tw af 


其 中 q= EN p = HD) po Rn = 2, 我们 还 得 要 求 入 < 1/2, 


注意 : 对 d= 0, se OL, p=q=r=2An+1)/(n—-1), 
证 明 ”由 对 称 性 ,我 们 可 以 取 w= (1,0,… ,0),z = (zuz')。 只 要 证 明 算 子 Uy = 
do” * 了 是 从 LE, Ly (R") 到 L3, 17,(R") HERET, 其 中 未 +1=1, 志 + 了 =1. 
考虑 与 前 相同 的 解析 族 Uz, 回顾 其 核 py 满足 (2.8.9), 因此 , 对 R(z) = —BEL+ 
入 , 我 们 有 
Hz (2)| (1+ fal). (2.8.11) 


当 0< 入 <1 时 , 我 们 用 上 式 可 得 


1 
[Usf (21, -)Il © (Rn-) s | sl eay 


由 于 5 = 一 rd = 1 一 入 意味 着 9g = 2/(2 — à), q! = 2/ 和 , 应 用 Hardy - Littlewood - 
Sobolev 不 等 式 我 们 得 到 


Us fl t2 Loo (Rn) < Fl p272-% z1 R) (2.8.12) 
对 所 有 满足 Riz) = 一 (n 十 1)/2 十 入 的 z RZ. 我 们 已 经 知道 


lUz fllz2 r2) < S Ifl 12, (Rn) (2.8.13) 
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对 满足 R(z) = 0 的 所 有 z R. 这 样 我 们 能 应 用 Stein 的 插值 定理 (一 个 带 混 合 范 
数 的 修改 方式 ) 来 对 (2.8.12) 和 (2.8.13) 插值 , 得 到 对 U_1 的 一 个 估计 


OF lly a S ILF lleg, zz,» 


seme p= g + gt p= afa t t= 0-H) + (1 -0)0, 这 就 得 到 
2 1 on-1-2\ 1. n-1 


~ntl—2\’r An+1—2d)’q 2Xn+1—2d) 
限制 定理 的 上 面 的 方式 建议 我 们 有 下 面 的 证 明 方法 ， 它 将 基于 一 个 合适 的 方向 的 选取 
以 及 把 问题 看 成 是 一 个 演化 问题 ,这 样 的 方向 扮演 了 时 间 的 角色 ， 这 个 观点 在 波动 方 
程 中 特别 有 用 . 


2.8.3 演化 算 子 方法 证 明 
在 这 一 节 我 们 对 S 作 下 列 假设 : 
f ¢C™~(S"-1), Suppf C {& > 1/2} (2.8.14) 
用 这 个 假设 把 zl = t 作为 时 间 参 数 , BS Sf 为 


Sft, z) = | eit VIP eE HYT eR, 6’) Se _ 
|E’ |< v3/2 


AE ag 
= J elt VITEP gin’ (Ege de’, 
其 中 p C8 支 集 在 |&| < V3/2 0 gE) = fl JI EE, E/I ER F. h f 


在 支 集 上 的 假设 可 得 


[opas [ M dog 1172 


定理 2.8.4 设 BECH(R™!) 的 支 集 在 单位 球 {E E R: |E < 1} 中 ,考虑 算 子 
Tg(t, z) = J e” VIP eiti a(\e/)g(€)dé, tER, z ER, 
Rr-1 
设 g,7 是 满足 下 列 假设 的 Lebesgue 指数 : 


0< > < min{1, y(r)}, (2.8.15) 


2 
其 中 y(r) = (n—1)(1/2 一 1/7). 则 下 述 估 计 对 所 有 g E CRT!) 成 立 ， 
IT gllngry(R x R”) < llgllz2R-1) (2.8.17) 
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由 注 2.8.2 ,定理 2.8.2 来 自 于 特殊 情形 q = r = 22H, 我 们 将 看 到 条 件 (2.8.16), 
“4 nA3 时 能 去 掉 , 这 是 Keel & Tao 最 近 的 结果 . 我 们 先 计 算 T* 和 了 7 


(F,T9) = f J FTgdtdzr 
= J [Pen few E eE Edatar 
J Kogi J eV Me FG, cata) gag, 


因此 , T*F(€) = BE) S f evitvV IE eizé F(t, x)dtdz, 


(T*F,g) 


II 


i 


TT*F(t,2) = J e VIIE eitt (ET* F(E)dE 
= | f ENTREE, deds, 
H F(s, £) = fe F(s,c)dx, 如 果 我 们 引进 一 族 算 子 
DO = [eV eyo Fede, 
能 把 TT* 写成 一 个 卷 积 算 子 ， 


TT*F y= fui (t — s)F(s (2.8.18) 
由 引 理 2.8.1, 为 了 说 明 T 是 一 个 从 LIL (R”) 到 (R!) 的 有 界 算 子 , 只 要 说 明 
TT* 是 一 个 从 LI LT (R") 到 LILY (R") 的 有 界 算 子 . 我 们 将 首先 证 明 对 U(t) 的 一 
Marit. 
命题 2.8.3 2 <r <œ # y(r) =(n—1)(1/2—1/r), M U(E 满足 估计 
IUO- S (1 + lel) ur) | 让 Re (2.8.19) 
证 明 一 旦 我 们 证 明了 7 = 2 和 7 = oo 两 种 情况 , 即 
IUH Flle- S Flr- (2.8.20) 


IUOS- < (+ TCP R- (2.8.21) 


则 结果 来 自 于 标准 的 Riesz 插值 定理 . 利用 Plancherel 公式 我 们 立即 可 以 得 到 (2.8.20), 
因为 
(U(t) FE) ~ eV ITP Be) PF FE) 


为 证 明 (2.8.21), 我 们 把 UOS 写 为 


U(t) fle )= Kile — yf (y)dy, 
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其 中 
Kia) = /ev mont) de 
| [esses -r ~ le?) VI ERIO Parag 
J [e051 -EONA Eara, 
(Bi (T, £) = TIBE) = (iden) (6, 2). 


这 里 我 们 利用 了 关系 式 f(z)5(6(z))dz = fyo OF Ast, K 是 支 集 在 
Sn"-! 上 的 一 个 测度 的 Fourier 变换 , 对 于 这 个 Ky 有 下 面 的 衰减 估计 


|Ki(x)| < (1+ lt] + fal) eB”. 


| 


K 


这 就 证 明了 (2.8.21). 
下 面 我 们 应 用 命题 2.8.3 到 (2.8.18), 


ITTF ds S f (Cs, Mag as (2.8.22) 


最 后 , 应 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 如 果 0 < y(r) < 1, 得 到 


| 天 esp S | 有 gz 
当 -3Y(r) 十 1 十 二 三 六 时 成 立 , 因此 , y(r) = 2. 这 就 说 明了 当 0 < Y(r) = 2 <1 时 
的 定理 2.8.4, 

另 一 方面 , MR g 二 2 MH y(r) > 1. 从 (2.8.22) 得 到 


ITT* Pl; $ FIL 


是 标准 的 Hausdorff-Young 不 等 式 的 应 用 . 最 后 , 如果 2 < 1 和 yr) > 2, 使 用 
Sobolev 不 等 式 就 得 到 y(r) = 2 的 情形 ， 


2.8.4 双 线 性 形式 证 明 (n =2 和 n= 3) 


我 们 现在 给 出 证 明 一 些 特殊 情形 的 球面 限制 定理 , 即 n = 2,p = 4 或 n= 3, p= 
6, 其 思想 是 当 p 是 偶 整 数 时 , 限制 定理 能 看 成 是 一 个 多 线性 形式 的 L 估计 , 这 种 形 
式 通过 Fourier 变换 有 一 个 提供 某 种 光滑 效应 的 卷 积 结构 

首先 考察 n = 3 的 情形 ,我 们 考虑 Stein BT Sf = (fdo), 使 用 事实 (Sf. 
Sf) ~ (fdo) * (fdo). 令 B(f,9) = Sf- Sg, 则 对 Sf 的 L4 估计 对 应 于 一 个 对 
B(f, f) 的 L? 估计 . 我 们 有 


BUF, 96) = fao) + (gdo)(6) = f 5(1 — le = DAC ~ MAE ~ Maan 
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关于 测度 6(1 — |E 一 7)5(1 — |nl)dn, 用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 我 们 发 现 


IBF NE? < BA, DE BOL, Ig?) 


RF € 积分 , 得 
IBF, 9ER) S Allflli2csz) lgliz (2) (2.8.23) 


A = sup|B(1,1)(6)| = sup /50 = |g ~ n))5(1 ~ nan (2.8.24) 
é £ 


这 样 ， 为 在 这 种 情形 证 明定 理 , 我 们 只 要 验证 4 是 有 限 的 . 对 AE) = BB(1,1)(&) 作 
精确 的 演算 将 是 有 用 的 . 对 任何 维 数 n > 2, 我 们 有 : 
引 理 2.8.3 


AO = f 80 -1E = nl)s(a ~ Iman = g(t- EP (2.8.25) 
证 明 利用 5(b(z)) = g(z)5(g(z)g(z)) 

Ate) = f 80-1- D8 — mhdr 
[80 -E= nPar = I SCIE? — 2€n)don 


1 el € 
— 5( nd 
El Jy 2 do 


2 


A(é) > al aÉ! — cose) (sin 0)” 7?d0 


= ly u?) F du 
= alos Q=) z d 
E _ lI, 

= gta) 


“n=3, AE) > a 的 奇 性 仅 在 上 = 0, 但 我 们 可 以 假设 f 和 9g 的 支 集 在 S? 中 
的 一 个 点 的 一 个 小 邻 域 中 , 就 可 以 避免 这 一 困难 (不 失 一 般 性 , 我 们 能 局 部 估计 到 球面 
的 一 个 小 邻 域 ) . 那么 (2.8.24) 中 的 上 确 界 只 是 取 在 所 有 € € Supp(g) + Supp(f) 上 
这 是 一 个 远离 O 的 有 界 集 。 因此 ,我们 可 以 在 (2.8.24) 中 限制 |E > c > 0, 奇 性 消 
k, 4 < oo, 

从 双 线 性 形式 B(f,g)  L? 估计 (2.8.23)， 就 得 到 了 Stein 算 子 Sf 的 L4 估 
计 : 

Sf izes) = IBG, Alir ~ APIF ie) 
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对 于 支 集 在 球面 的 一 个 小 片上 的 f 成 立 . 

在 n= 2 的 情形 , 我 们 要 的 是 对 Sf Lê 估计 . 由 于 6 = 3 x 2 我 们 能 用 三 线 

性 形式 重复 同样 演算 , T(f,g,h) = Sf- Sg: Sh M ISF. = ITO, f, Alle. 我 们 有 
T(f,g,h)(E) = (fdo) * (gdo) * (hdo) 


= f [ 50 = |é =n — GDE — MDEC — ENEE — moma( ednae. 


R2 x R2 


关于 测度 6(1 — |E- nha — ||) — [Eldnd¢ 应 用 Caudhy-Schwarz 不 等 式 得 
ITF. AME? < TAL VOT? lgl, [AP?)(E). 
RT & 积分 , 得 


ITO. 9, Pzcmz) S AlAs lalz llls: (2.8.26) 


A = sup [ÎQ, 1, DO] = sup J J 5(1—|€—n|-C)5(1—nl)5(1— [Clana (2.8.27) 
卷 积 结构 允许 我 们 限制 上 到 集 Suppf +Suppg+ Supph, wR f,9,h 支 集 在 
球面 的 一 小 片 中 的 话 ， 我 们 能 假设 1< |&| < 3, 用 引 理 2.8.3 我 们 能 估算 T(1,1,1), 
说 明 4 是 有 界 的 . 


T(1,1,1)(é) = J B0, UE = QA(1 — [eae 
7 50 一 |) 
人 (4 一 长 一 gy 


_ f do 7 f da 
cest e-ci<2 (3 — 2- C + JEI T Jae (8 ER + 2|€la)!/2(1 一 a2)V2 


~ f da ~] 
a(€) (a 一 a(€))/2(1 — a2)1/2 ~ 4, 


其 中 a(€) = 2580. 从 三 线形 式 T(f,9,h) 的 L? 估计 (2.8.26), 得 Stein HF Sf 
的 LS 估计 
ISflifoq@e) = ITE £ Ple ~ APs 


对 于 n = 2 我 们 也 能 重复 试用 双 线 性 的 讨论 . 如 前 , 对 BU, g) = SF Sq, 我 们 有 
BF DEP < B, EPP, PNE) 
关于 & 积分 , 应 用 引 理 2.8.3 去 估算 B(1,1) ， 


IB oea s f fe TP Lec Plo Panag 


REER, E — C= E-n 注意 到 当 jm| = [Cl = 1 时 , 我 们 有 


本 = 二 Cs 十 四 072， 
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(4 - E) = (4 -m +e S a -n 0. 
因此 ， 


2 
IBG DIR Sf fh al ae P rias, (2.8.28) 


这 是 一 个 有 意思 的 公式 , 如果 f 和 g 的 支 集 在 S 上 是 投影 不 交 的 , 即 不 包含 相同 方 
向 的 点 , WME 1 一 (nC)? 有 正 的 下 界 , 在 这 种 情形 我 们 得 到 了 一 个 双 线 性 限制 估计 
BOF, Dlie S fines lgl) 


我 们 也 能 考虑 另外 的 双 线 性 形式 ， 有 一 个 球面 结构 并 在 分 母 中 的 奇 性 可 以 消去 ， 
例如 , RQS, g) = ASfA2Sg -Sf Sg, MWA Fourier 变换 和 与 前 相同 的 讨论 过 
程 , 得 到 : 


IRGO S J L. CETOP Pasas, 
< ale styllgiizz@1 ’ 


这 是 由 于 有 恒等式 mO- mal = 1 一 (mC)? < 1, 希望 能 推广 这 种 类 型 的 双 线 性 估 
计 到 高 维 , 起 码 可 以 寻找 一 些 简 单 但 有 意义 的 例子 能 帮助 我 们 形成 一 些 猜测 ， 在 此 不 
ERRET. 


第 三 章 线性 波动 方程 


在 本 章 第 1、2 节 中 , 我 们 给 出 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 , 但 重点 是 处 理 最 
重要 的 三 个 空间 变量 的 情形 . 我 们 导出 一 个 由 初 值 的 球面 平均 表示 的 经 典 公 式 , 通过 
它 可 以 了 解 解 的 依赖 区 域 和 衰减 性 质 , 这 两 个 性 质 在 我 们 将 考虑 的 大 多 数 非 线性 问题 
中 扮演 着 重要 的 角色 . 我 们 也 回顾 解 的 Fourier 积分 表示 , 以 及 弱 解 的 概念 . 在 第 三 节 
中 ,将 给 出 标准 线性 波动 方程 及 其 扰动 方程 的 基本 能 量 估 计 , 然后 ,应 用 这 些 佑 计 在 
下 面 的 一 节 中 证 明 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 在 L? 型 Sobolev 空间 框架 下 解 的 存 
在 、 了 唯一 性 . 第 五 节 我 们 给 出 解 的 逐 点 有 界 性 估计 . 第 六 节 我 们 将 介绍 解 的 Strichartz 
估计 . 第 七 节 我 们 将 介绍 Foschi 和 Klainerman 关于 波动 方程 的 双 线 性 估计 成 立 的 充 
要 条 件 . 最 后 一 节 我 们 介绍 波 Sobolev 空间 以 及 一 些 相关 的 估计 。， 


83.1 ”线性 波动 方程 的 经 典 解 


在 本 书 中 , 我 们 将 考虑 线性 Cauchy 问题 


u(t, £) = 0, 
| u(0, x) = f(x), &u(0, £) = g(x) (3.1.1) 


的 各 种 扰动 . 这 里 (t,x) € R xR” = RM", O = O- YP = PA, A; = 
Bay Ot = 向 . 为 方便 ， AEE t= x, 0, = ôr = do, 我 们 先 考虑 (3.1.1)n = 3 的 情 
形 是 由 于 三 维 情形 有 物理 意义 . 另外 , 我 们 知道 要 研究 非 线性 问题 , 理解 线性 问题 的 解 
是 重要 的 ， 而 三 维 情形 往往 是 高 维 问题 的 一 个 参照 物 ， 

我 们 将 看 到 求解 (3.1.1) 的 最 快 方法 是 Fourier 变换 方法 . 然而, 对 于 非 线性 问题 
来 说 , 许多 情形 对 基本 解 的 一 个 直接 的 表示 更 有 用 . 

我 们 首先 注意 到 对 于 一 维 弦 振动 方程 的 Cauchy 问题 解 的 达 朗 贝尔 公式 

uta) = FESO SSE) ep 


g(s)ds, 
一 


可 以 写 为 ə 

u(t, £z) = ay tach) + tAig, 
其 中 Ahle) = 4 SEN REE 是 函数 hh 在 区 间 [e-t e +t] LAB, 又 注意 
到 对 于 三 个 空间 变量 的 波动 方程 , 如 果 初 值 有 球面 对 称 性 , 我 们 可 以 寻求 只 依赖 于 tr 
He u = ultr), EP r= (22+ y24 22, 这 时 的 方程 可 以 写 为 


2 
Utt = Urr + por 
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WRS v = ru, 则 它 与 一 维 弦 振动 方程 的 形式 完全 相同 : vi — wr = 0. 对 于 一 般 的 情 
形 , 方程 表达 形式 虽然 要 复杂 得 多 , 但 却 给 我 们 一 个 启示 ， 是 否 可 以 通过 球面 平均 的 
方法 来 达到 这 样 的 降 维 目的 . 也 即 引 入 一 个 关于 u(t, £) 在 时 间 t, 具有 球 心 x、 半 经 7 
的 球面 上 的 平均 值 沙 数 《Axu)(t, 工 ), 我 们 常常 记 为 Aru(t,X)。 建立 Ault, r) 所 满足 
的 比较 容易 求解 的 偏 微分 方程 与 相应 的 Cauchy 问题 ,然后 通过 A,-u(t,c) 48) u 的 
表达 式 . 为 此 , 我 们 考虑 定义 在 R? 中 的 函数 l(c) 的 球面 平均 函数 : 


(A,h)(2) = 去 | h(z + ry)do(y) = z= = Mey), 612 


其 中 do(y) 表示 单位 球面 S? C R? 上 的 Lebesgue 测度 , 其 面积 为 4r. RUE EM, 


1 3 
BLARE) = Bh Doh + ry)daly) 
k=1 


1 
= — râh(z +ry)dy 
47 Jiyj<1 
1 


lul<r 


1 
= — As J h(y)dy 
47r72 |z 一 "er 


ra. fap; a/ y)do(y 
0 ly-al=p 


= ma, | p A,h(x)dp. 
0 


这 样 
0,(Aph(a)) = rA, f PAha)ap 
2 Ê Aha) = A,r*A,h(z), 
等 价 于 2 29 
C= +S =) A h(a) = Ae A-h(2). (3.1.3) 


这 就 是 所 谓 的 Darboux 方程 。 
注意 到 7 一 Arh(z) 是 偶 函 数 , 其 初 值 满足 


Aoh(x) = h(x), 0, Aph(x) = 0. (3.1.4) 


下 面 设 ult, x) € C?, HE RIH 中 是 (3.1.1) 的 解 . 


& 


U(r;t, 2) = (Arult, ))(2) = | | ult. + ry)doty) 
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则 由 (3.1.3), 
a 20 8? 
i 二 二 Url 
Aal & + 让) r grz (PU). 
AU = f Asul do(y) = 2 & t d j= y 
U= 5 f, Ault z+ = |, VOe + rudal) = Sau. 
这 样 ,v(t,7) = rU (r; t,£) 是 一 维 弦 振动 方程 


3v = O2v, 
v(0, x) = rA, f(x), Bu(0,z) = 7rAro(7) 
的 解 : 
1 1 r+t 
v= Slr Afe -Afal | PAoa) 
由 于 Arf 和 Arg 是 7 的 偶 函 数 , Av = rU, 因此 


1 1 t+r 
U = slit Aur fa) traf) + f Agan 


但 注意 到 u(t, r) = U(0;t, 2) , RNS 7 一 0, 最 后 得 到 
u(t, x) = Ot Af (x)) 十 tArg(z) 
= ga /0 + £0) ~ ofl idog). (815) 
zx—y|= 


这 说 明 RY? = {(t, x) € RITS : t > 0} 中 的 Cauchy 问题 (3.1.1) 的 C? 解 必须 是 由 
公式 (3.1.5) 给 出 的 . 因此 , 必 是 唯一 的 . 反 过 来 , 如 果 f E C3(R3),g € C2(R3), 则 由 
(3.1.5) 给 出 的 u 必 是 Cauchy 问题 (3.1.1) 的 解 。 

注意 到 对 于 给 定 的 (t,x) ERY, w(t,z) 只 是 依赖 于 g 和 f( 和 导数 ) 在 以 z 中 
心志 为 半径 的 球面 上 的 值 ， 这 就 是 说 强 惠 更 斯 原理 成 立 ， 
引 理 3.1.1 X% k >1,ġ € CHR), 则 


Or(r Or) r g(r)] = (ra rg). 


证 明 直接 验证 上 式 对 (r) = 7” Roe. Alb, 4 o 是 多 项 式 时 成 立 . 4 6 RE 
<k+1 阶 导 数 在 ro 处 为 0 时 , 上 式 两 边 在 ro 处 均 为 0. 但 由 Taylor 定理 , 对 任何 
roi P= P+R, P RARE ro 处 上 十 1 阶 为 0 的 多 项 式 , 这 样 ， 上 式 对 一 般 的 情形 
也 成 立 。 

这 里 我 们 用 了 Euler-Poisson-Darboux 方程 。 


(2 +2 = “2, ) Ayu = OP Apu. 
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对 于 n > 3 时 的 奇数 维 情形 ， 这 样 的 构 进 也 可 以 用 来 导出 n 维 空间 依赖 于 球面 
平均 的 (3.1.1) 的 解 : m 维 的 球面 平均 Ahle) = LK foni AlE +ry)doly), wn_1 X 
mS” C R” 的 面积 元 . 如 果 n 一 2k 十 1, 令 


由 引 理 3.1.1 可 得 
O20(Art) = ol(02 + 0, )Aru] = vl? Aru) = Pol 4x), 


从 而 立即 有 v 满足 


O2v = 8v, 
v(0,7) = (AZ)EOM(r?*-1 A, f (x) = = g(r), 
Biv(0,7) = (22) 1(r?k-1 A, g(a)) Ê y(r). 
引 理 3.1.2 存在 常数 cj， 使 得 (ER) UM IO(r)) = Doar Solr), 其 中 
co = 1-3-5--- (2k —1) =1-3-5---(n— 2), 
证 明 事实 上 , 在 (7-10,)*-1[r2*-19(7)] 中 , 关于 7 在 分 子 中 是 2k 一 1 次 的 , 分 母 中 
是 一 1 次 的 , 导数 为 天 一 1 阶 . 由 莱 布 尼 兹 公式 , j 阶 导数 作用 于 6 ,k 一 1 一 j BS 
数 作 用 于 7 的 . 这 样 , AFA r 的 次 数 为 (2k 一 1) 一 (k 一 1) 一 (k 一 1 一 让 =j 十 1 
因此 , 存在 cj 使 得 
22)" (r**-! 6(r)) = S org (r) 
r Or par; 7 , 
其 中 
cor = (738, Rot PROT =1-3---(2k—-1)r. 


如 同 前 面 一 样 , 注意 到 球面 平均 是 r 的 偶 函 数 , 我 们 求解 上 面 的 一 维 问题 得 
v(r,t) = Slol + 入 一 of 一 站 二 sf w(s)ds. 
因此 , 用 对 n = 3 同样 的 讨论 及 引 理 3.1.2, 得 
u(t,2) = lim Ault, 2) = lim 二 一 去 和 由 = 二 二) 
这 样 , 对 奇数 的 n 


1 oO 10 a3 3 /mn 一 n— 


(3.1.6) 


这 复杂 的 公式 说 明 惠 更 斯 定理 的 强 形式 在 任意 奇数 维 中 成 立 。 
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使 用 Hadamard 的 降 维 方 法 , 对 偶数 维 n 的 情形 可 得 精确 公式 . 思想 是 : 如 果 u 
RI” 中 波动 方程 的 解 , 则 也 正 是 R x RH! 中 波动 方程 与 tny 变量 无 关 的 一 个 
解 . 因此 , 如 果 n 是 偶数 , 我 们 使 用 R x RH 中 的 求解 公式 得 到 解 u(t, r) 的 表达 式 ， 
然后 , 积 掉 多 余 的 变量 . 这 样 ,可 以 导出 对 n 是 偶数 时 的 下 述 公式 : 


n-2 
2 0 (18N Z pı f(z + ty) 
ut, 7) = 1-3-5- (n — 1)wn 2 Ga ' yl<1 TY 


n-2 
10\ 2, x+t 
+ GS) tr} oe a. (3.1.7) 
lyi<i V1 — yl 


事实 上 , 用 (3.1.6) 得 


u(t, z) 


n-2 
2 ð f10\? pal 
1-3-5. (n — war É G2) t a f(a + ty)do(y, yn+1) 


1 ð 3 n—l 
t Ga ' hi a + Yoely, = 
如 果 我 们 把 上 、 下 半球 面 投影 到 |y| < 1 上 , 在 每 一 个 半球 面 上 
= y1 — |y|?do (y, yn41); 


即 可 得 到 (3.1.7) (上 、 下 半球 面 由 yn+l = m = £0) = +1- jy, y| < 1 给 出 。 
WW doly, yn+1) = 1+ |VePdy = vere 一 般 , 如 果 S CR 是 形 如 S = 


{(x, h(x) 的 一 个 图 像 , 则 do = 14 |Vh(z)| dz). 

(3.1.7) 意味 着 对 偶数 维 情形 仅 有 弱 惠 更 斯 原理 成 立 . 具体 地 , 这 里 u(t, x) 依赖 
于 中 心 在 z、 半 径 为 二 的 实心 球 的 内 部 . 
定理 3.1.1 Bk = 2,3---, f € Clzl+*R), g € Clalt*-1(R"), a] Cauchy 问 
题 (3.1.1) 有 唯一 解 u € CHRI). 如果 f 和 g MARA {x : |z| < R} P, # 
n>3 是 夺 数 ， A |t—|z|| > R, 0 ult,c) = 0. 由 微 积 分 基本 定理 可 得 ult, z) = 
a+ F) 若 兄 是 偶数 ,我 们 只 能 说 仅 当 |r| >t+R h, utr) =O, 这 样 , 我 
们 仅 能 得 到 


u(t, £) = O1 +AT E (1+ [t= lel) "3 ). 


注 3.1.1 从 定理 3.1.1 可 以 看 出 齐 次 波动 方程 的 解 有 [5] 阶 导数 的 损失 . 这 是 由 于 基 
本 解 的 奇 性 使 得 较 弱 的 奇 性 沿 前 向 光 锥 传播 、 干 扰 产 生 了 更 强 的 奇 性 . 但 我 们 将 看 到 
在 某 种 平均 意义 下 ， 如 在 L? 型 Sobolev 空间 框架 下 ， 解 的 可 导 性 就 没有 损失 ， 这 是 
由 于 能 量 的 守恒 所 致 . 

对 于 紧 初 值 情形 , 除了 u 的 衰减 性 外 的 其 他 性 质 容易 从 (3.1.6),(3.1.7) 得 到 . KER 
减 性 ,对 于 奇数 维 n 证 明 并 不 难 , 而 对 于 偶数 维 我 们 或 可 以 直接 从 (3.1.7) 得 到 , 或 从 
(3.1.6) 通过 降 维 方法 得 到 . 注意 到 对 偶数 维 n， 虽然 仅 有 弱 惠 更 斯 原理 成 立 , 衰减 性 
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结果 却 是 对 它 的 一 个 补充 . 对 于 紧 支 集 初 值 ， 当 点 越 离开 光 锥 {(t,z) : t= |z|}, u 衰 
减 就 越 快 ， 这 反 过 来 说 明 衰 减 性 叙述 是 最 佳 的 . 它 在 非 线性 波动 方程 的 整体 或 长 时 间 
存在 性 结果 中 扮演 了 重复 的 角色 , 我 们 将 用 另外 一 方法 证 明 衰减 估计 。 

非 齐 次 波动 方程 我 们 考虑 在 上 = 0 时 有 和 零 初 值 的 非 齐 次 波动 方程 . 


人 全 全 


w(0, x) = O,w(0, x) = 0. (3.1.8) 


如 果 F e C1+l 引 ,我们 可 从 (3.1.1) 的 解 和 Duhamel 原理 得 到 (3.1.8) 的 一 个 C? 
解 . 具体 地 说 , 对 于 给 定 s > 0,u(s;t, x) 是 Cauchy 问题 


(0? — A,)v = 0, t>0, 
v(s;0, z) = 0, Qpv(s;0, 2) = F(s, x) 


的 解 , 则 (3.1.8) 的 解 是 由 
t 
w(t, £) = f v(s;t — s,a)ds (3.1.9) 
0 


给 出 的 ， 
注 3.1.2 Duhamel 原理 可 以 作 如 下 的 物理 理解 : 如果 我 们 将 外 力 jz,r) 看 成 是 了 
时 肇 外 力 所 产 生 的 作用 时 间 极 短 的 脉冲 力 , RA FRE f(z,t)6(t 一 7)。 由 于 这 样 的 
力作 用 时 间 的 肥 时 性 ， 当 它 作用 时 质点 的 位 置 可 以 看 成 是 不 动 的 .而 这 时 刻 物质 运动 
的 速度 的 增加 量 为 flz,7). LH, 在 时 段 [0, 中 外 力 对 运动 所 产生 的 总 效果 应 是 所 
有 这 样 的 脉冲 力作 用 的 总 和 。 

为 证 实 Duhamel 原理 , 首先 注意 到 , 如 果 w 由 (3.1.9) 给 出 , 则 由 定理 3.1.1, 
weC?, BR, w(0,r) = 0, 由 于 


t t 
Opw(t, 2) = v(t;0, £) + f Ov(s;t — s, £)ds = f Biu(sit — s,xr)ds, 
0 0 
(3.1.8) 中 的 另 一 初始 条 件 也 满足 . 最 后 , 我 们 说 Ow = F., 这 是 由 于 


t 

w(t, r) — Azw(t, z) = Ov(t;0, x) +f (3? — A,)u(s;t — s,x)ds 
0 

v(t; 0,2) = F(t, x). 


(3.1.9) 意味 着 对 非 齐 次 波动 方程 惠 更 斯 原理 的 一 种 形式 也 成 立 ， 
对 于 偶数 维 的 空间 , w(t, ac) 依赖 于 F 在 过 (t,x) 的 实 后 向 光 锥 Ap, 中 的 值 , 其 
中 
Ape = {(85,y):0 < s <t, |z -y| <t—s}. 


而 在 奇数 维 情形 , 一 个 更 强 的 方式 成 立 . 4 仅 依赖 于 在 后 向 光 锥 边界 [rz 上 的 值 , 其 中 


Vy, = OAs = {(s,y) :0< s <t,|z—yl=t—s}. 
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当 n 二 3 时 , 我 们 可 以 得 到 (3.1.8) 的 解 的 一 个 简单 的 公式 : 
t 
w(t,2) = zl [e-9Fe2 ~ (t — s)y)do(y)ds 


1 [ 1 / 
= 一 F(s,x — y)da(y)ds 
An 0 t-s \y|=t—s 


= x h F- lyhe -ui 

yl<t 
o 1 dø(s, y) 
he (3110) 


其 中 do 表示 通过 RI 的 原点 的 前 向 光 锥 上 的 Lebesgue 测度 . 
(3.1.10) 意味 着 比较 定理 在 n = 3 时 成 立 . 即 如 果 wi 和 we 分 别 是 在 二 = 0 有 
零 初 值 的 方程 Ow; = 万 的 解 , A Fal < Fo, W wil < we. 
注 3.1.3 这 个 比较 定理 当 nn 二 2 时 也 成 立 , C4 n > 3 时 就 没有 这 样 的 比较 定理 ， 
(3.1.10) 也 说 明 n = 3 BY, F — w LO 一 L 的 映照 (关于 时 间 局 部 地 ). 这 对 高 
维 情形 也 是 不 对 的 , 这 是 由 于 随 着 n 的 增加 , Cauchy 问题 的 解 的 奇 性 也 随 之 增加 ， 
如 果 F(t,c) 是 球面 对 称 的 , M w 也 是 . 如 果 记 |z| = 7,w(t,7) = wt, x), 就 能 
导出 n 二 3 时 在 球面 对 称 假设 下 的 一 个 简单 的 公式 , 即 


t pr+t—s 
rw(t,r) = 12 f J F(s, p)pdpds. (3.1.11) 
0 Y|r—(t—s)| 


为 证 之 ， 只 要 用 (3.1.10) 中 的 第 二 个 等 式 以 及 如 下 事实 : 对 于 球面 对 称 函 数 h, 
我 们 有 


Ort r+t 
f nly)do(y) = 2 f h(p)odp, r = |z]. 
|ja—y|=t T Jir-tl 


W y = x + tw, w = (sin cos ġ,sin 8 sin ġ,cos 8), 0 < $< 27,0 < 0 < 7, 在 球面 
E, do = sin 0d0d0， 不 妨 设 T = (0,0,r), 上 面 等 式 的 左边 等 于 


ef h(|z + tw|)do(w) = ant? | h( Vt? + r? + 2rtcos 6) sin d0 
S2 0 

1 
Qnt? J h(t? + r2 十 2rtX)dA 

-1 


Qnt ft 


r |r—t 


{| 


| 


t 
| h(p)pdp. 


最 后 一 步 是 由 于 pdp = rtd), p = Vt? 4+ r2 + 2rtà, 

注 3.1.4 在 研究 RITI 中 的 半 线 性 波动 方程 的 时 候 , 我 们 将 运用 比较 定理 把 问题 转化 
为 在 球面 对 称 情形 下 来 证 明 , 这 里 我 们 可 以 利用 简单 的 公式 (3.1.11) ， 一 个 相关 的 公 
式 在 其 他 情形 也 成 立 , 但 三 维 时 是 最 直接 的 。 
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§3.2 ”线性 波动 方程 的 弱 解 


考虑 


u(0,2) = fla), (0,7) = g(a). (3.2.1) 


如 果 f,g € S(R"), F € C?(R; S(R")). 我 们 可 以 用 Fourier 变换 式 写 出 求解 公式 . 


ulta) = myn f e$ costel fioa + ny 人 ni a eae 
a al 


a) t eire Sin(t — s)|é| Pls s 
二 (27 f / oe IA Pls, gagas, (3.2.2) 


其 中 F(z,f) iE r F(s, x) Fourier 变换 , 这 只 要 用 (2.1.5) 和 Duhamel 原理 
即 可 ， 

以 上 我 们 处 理 的 是 如 (3.2.1) 的 方程 的 经 典 解 ， 即 解 ue C2, 更 广泛 地 ,我们 可 
以 讨论 (3.2.1) 的 弱 解 , 或 广义 解 . 为 定义 之 , 我 们 只 要 注意 到 如 果 u € C?, H (3.2.1) 
成 立 , 则 对 于 Y(t, r) < CRM"), 由 分 步 积 分 


II vFatde= | f vOudtde = | f (wou — Aspu)dtdz 
t>0 t>0 t>0 
-SJ ayandtdz- 人 W(0, c)u(0, oaz- f f Azypudtdz 


J 0? pudtda + J Op (0, z)u(0, x)dzx 
t>0 R” 


— L. (0, z)ðu(0, x)dx 一 If. Azrwudtdz 


= II (0 — As)budtde — 上 (0,2) 0u(0,2)de + f On (0, x)u(O, x)da. 
t>0 Rn R? 


Eik, 
J wrdtdr = II Cudtde ~ 人 W(0, z)g(x)dx 
t>0 t>0 R? 


+f ap (0, x) f(x)da, YY € CP (RH+). (3.2.3) 
Rr 


| Du(t, x) = F(t, x£), t>0, 


II 


设 D EOL 的 对 偶 , 则 对 于 f,g € D'(R"). MR u, F € DRI), 这 个 方程 完全 
有 意义 . 这 样 , 我 们 可 以 利用 这 一 等 式 来 定义 弱 解 : 如 果 (3.2.3) 对 于 任意 的 w(t, x) € 
CER") 成 立 , 则 称 u 是 (3.2.1) 的 一 个 弱 解 (或 分 布 解 ) 

MT CCR, SRR ti u E DR"), Ku Œ to 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 
o € COR"), (u(t), o) = fan ult)oda 在 加 是 连续 的 , P u E to 是 可 微 的 , 如 果 存 
在 一 个 vE DR"), 使 得 对 每 个 $ € CH, 


d 
(ult), Plato = (v, d), 
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并 且 记 w(t) =v. 同 理 可 以 定义 其 高 阶 导数 。 如 果 uu, o u ER 上 存在 且 连 
续 , 记 u € C*(R,D’), MF u € C(R, D'(R”)), 我 们 可 以 由 


(uy) = f (u(t), W(t, )ydt, We OR (RE) 


定义 一 个 RI 上 的 分 布 , 称 之 为 时 间 依 赖 分 布 。 
定理 3.2.1 对 于 以 f,g CD (R”) 为 初 值 的 齐 次 波动 方程 Du = 0 的 Cauchy 问题 ， 
存在 唯一 的 分 布 解 u € C®(R; D’(R")). 

事实 上 , 我 们 可 以 将 这 样 的 解 表示 成 


u(t) = E'(t) * f + E(t) «9, 


其 中 E(t) € C®(R, D’(R")), E(0) = B"(0) = 0, E'(0) = ô, 
我 们 称 Ey = Elzo 为 波 算 子 口 的 一 个 (前 向 ) 基本 解 . 这 样 , 由 


(B 内 = f TEG), W(t, dt, y € CPR) 


知 Ey € D'(R'*"), 
不 难 知道 ( 见 [21]) RAF O 的 基本 解 


1 ten l-n 


Er = gm 7 XF (£? — |z|?), 

其 中 x4 = s*/T(at 1), s > 0, x2 (s) = 0,5 < 0, Ra > 一 1. 对 于 所 有 的 a EC, 有 
dx /ds = Xx, 这 样 ， Xi*(s) 二 5&N) (s), k = 1.2,---, 

从 基本 解 的 表达 式 可 以 看 出 , 4 n > 1 时 , 定理 3.1.1 中 所 述 的 Cauchy 问题 的 
解 , 4 t > 0 时 相对 于 t = 0 的 初始 条 件 有 n/2 阶 的 导数 损失 是 可 以 理解 的 . 进一步 ， 
我 们 可 得 
定理 3.2.2 对 于 以 f, g E€ D (R") 为 初 值 的 在 带 形 区 域 Sp = (0,T) x R° 中 的 非 齐 
次 波动 方程 Ou = F 的 Cauchy 问题 的 分 布 解 u c Cl((0,T7];D'(R”)) 是 唯一 的 , 其 
+ T >0,F € D'(Sr). 

我 们 也 可 以 讨论 变 系数 方程 的 弱 解 . 设 卫 > 0, a(t, x), O (t,£), b (t,x) 和 gi*(t, x) 
是 实 的 且 在 C?((0,T) x R”) 中 , 其 中 0 < j,k <n Hg 是 对 称 的 , 设 90 =O, 


Lu = 5 F(t, £)ðjðku + 5 b(t, TO + a(t, x)u. (3.2.4) 
j,k=0 j=0 
设 u € C7((0,T) x R”) 是 如 下 方程 的 解 : 
Lu = F. O<t<T 
, , .2. 


我 们 可 以 通过 分 步 积 分 , 对 光 & CHP((—00, T) x R”) 成 立 : 


J f YFdtdz 
0<t<T 
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= TI Puudtdz- 人 W%(0,z)go0(0,z)g(z)dz 
O<t<T 


Go) = PUNO) +2 BODO 


其 路 = O64.9* 一 9; +a LRAT. 

这 里 我 们 也 能 说 , 如 果 f gu 和 FP 是 如 上 的 分 布 , 且 上 面 的 公式 对 所 有 的 Y E 
C8?(( 一 00,T) x R”) 成 立 , W u 是 (3.1.7) 的 弱 解 . 当然 我 们 也 能 定义 系数 是 分 布 时 
问题 的 弱 解 . 

以 后 我 们 常常 遇 到 :， Um 是 以 um(0,2),0oum(0,2) AM. F = Fme HAA 
的 Cauchy 问题 (3.2.1) 的 经 典 解 。 如果 在 DRM") 意义 下 , um > u. Wki 
分 布 的 极限 是 同样 类 型 方程 的 解 ， 我 们 得 验证 Fm 在 DR”) PRAF F, 初 值 
Um (0, £), Oo0um(0, 1) 在 D (R?) 的 意义 下 收敛 于 f g. 如 果 这 些 成 立 , 我 们 就 说 u 是 
(3.2.1) 的 一 个 弱 解 。 

同样 的 考虑 可 应 用 到 变 系数 问题 ， 这 里 gi* 和 好 也 可 以 依赖 于 m, 这 时 我 们 需 
要 验证 系数 也 相应 地 收敛 . 

如 果 人 允许 弱 解 ， 就 能 用 这 样 的 讨论 把 定理 3.1.1 HES] k = 0,1 的 情形 . 方程 
(3.1.1) 满足 (J, g) € CIDA KH x Cl(m-3)/3j+k 的 弱 解 , 仍然 由 (3.1.6) 和 (3.1.7) 
得 出 . 

对 于 F e CRI), 方程 Ow = F 满足 零 初 值 条 件 的 弱 解 可 由 (3.1.10) 给 出 ， 
如 果 F 是 球 对 称 的 , 则 (3.1.11) 仍然 成 立 。 


§3.3 ”能 量 不 等 式 


达 朗 贝尔 ( 算 子 ) 的 一 个 基本 的 估计 来 自 于 恒等式 
Law S /lo 
DovDv = zolu |? — 2 Oo) = div(O0ugow 一 z(u ,u)1) (3.3.1) 


的 应 用 , 其 中 内 = Ou = (Oou,---Onu), 1 = (1,0,---0) Al go = oe = diag(1,—1,--- , 
一 1) 是 Lorentz #2, (3.3.1) aR ATED Bea S. 
如 果 u € Co, 我 们 能 关于 空间 变量 积分 得 到 


dolu (t, A = J aol Pax -25 f 8,(eoudju)ae 
j=l 


J div(|u/|2, -23uðzu)dz 


|l 


2 J BaouDudz < 2 (ts lizz Dut, ) lz2. 
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但 这 意味 着 
Bolwe (t, )llz2 < Dut, zz 


因此 , 对 于 达 朗 贝尔 , 我 们 得 到 能 基 不 等 式 
t 
llu'(t, -)llz2 < lu", -Ilz2 +/ ||u(s, -)l|z2ds. (3.3.2) 


WR Ou 恒 为 0, 这 个 不 等 式 将 由 等 式 取代 , 这 意味 着 以 有 人 恒 为 常数 的 动能 二 lw (t, -) ||? 2 
这 样 , 如 果 u 是 齐 次 Cauchy 问题 (3.1.1) 的 解 , 我 们 有 


f we apas =f oweart f aP ae. 


估计 u 本 身 的 范 数 并 不 是 如 此 自然 。 
i u f Ou = 0, u(0, x) = 0, &u(0, x) = g(x) 的 解 , 则 由 Plancherel 定理 和 


(3.2.2) 
[lee z)j2dz = (27)- || 


据 此 , 我 们 看 到 , 方程 (3.1.1) A u BL? aanas Sobolev 范 数 来 估计 ， 
其 系数 当 t> co 时 会 趋 于 无 穷 ， 


lut, ilce < Ifl + A +°)’ gl. 


当然 , 我 们 也 能 用 Plancherel 公式 和 对 的 Fourier 变换 公式 (3.2.2) 证 明 (3.3.2). 
然而 , 不 像 Fourier 积分 方法 , 能 基 方 法 在 扰动 和 关于 系数 的 更 低 的 正则 性 要 求 下 是 稳 
ER. 

为 了 看 到 这 一 点 ， 我 们 将 上 面 的 方法 用 到 充分 接近 于 达 朗 贝尔 的 变 系 数 算 子 上 


K. 

命题 3.3.1 设 u € C?([0, T] x R”), 对 大 |z| 为 0, 且 满 足 
X g (t,z)ðjðku =F, 0 <t <T. (3.3.3) 
j,k=0 


如 果 gi" = diag(1,—-1,-,-1) 是 达 朗 贝尔 的 系数 ， 令 riR(t, r) = g(t, x) 一 gi", njà 
R 


> |r, z) < 1/2,0<5t<T, (3.3.4) 
我 们 有 
u . 2 / . 2 ' 8,” 2as | ex _gik 8,° ods 
Ine £2 (Wo da + [eC ids ) exp ( f 25 la wl s) 
3.3.5 


对 0<t< 了 成立 。 
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证 明 用 Ogu id (3.3.3) 的 左边 , 则 我 们 需要 (3.3.1) 的 下 面 的 变形 


7 1 . 
Ooullgu = div(ðou 》 g" Aju -3 5 g ðjuðkul) — R, 


其 中 
R = 》 dj97*Audou— 1/2 》 og" ðjuðku 
jk=0 7 j,k=0 
= cog (u)? 2432 aa" Ojudou 一 SDL ‘Ojuðku. 
j=1 k=0 j=1 k=0 


i elu) 是 与 Dg 相 联系 的 能 基 密 度 , 即 散 度 的 0 分 其 


eu) = > g” Ayudku — 1/2 》 gt 3juðku 


le |? + Ph CEES DD UORU. 


j=1 k=0 
这 样 , (3.3.4) 意味 着 对 固定 的 t 有 

1/4lu’|? < efu) < W}. (3.3.6) 
我 们 能 用 这 来 估计 R: 

|R| < jw’? >》 |dig?*| < 4e(u) >》 |aig”*|. 
设 E(t) = fe(u(t,x))dex , W 
DEM) = / Ape(u)(t, 2)dz 

f div(ðou 》 g Ou — 3 >》 g ôjuðkul)dz 


= f eoutigudx + f Rae 


= javaPeaaz+ f Raz. 


这 样 ， 


lA 


AE(t) < NFE Ilz2llaoult, Alz + f Ride 


QF (t, Jl E(t)? 十 4》 l8: (t, Allee E(t). 


A 


就 给 出 
Oo E(t)? < EE, Alr +29. llag" t, Jre EA. 
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意味 着 
[ED exp(— {25 Orgs, zeds) 
< WF his exp( [27 109s Jods) 
< FŒ) 
积分 之 , 得 


EO < (EO + | HFG, izds) exp( [23> 18g, rds). 


这 个 估计 加 上 (3.3.6) 就 得 到 (3.3.5). 


83.4 ”线性 波动 方程 解 的 存在 与 唯一 性 


L 为 如 同 (3.2.4) 所 设 , 其 所 有 系数 均 为 C 函数 ， 系数 函 数 本 身 以 及 每 个 导数 
在 (t,x) € (0,7) x R” P-RAR. 也 假设 (3.3.4) 成 立 , 我 们 将 用 命题 3.3.1 来 证 
明 下 述 结果 . 
定理 3.4.1 设 s€E2Z,0<T<o0, 上 如 上 .如果 vu € C([0,T); HHC (0, T], A), 
fo Lu € L([0,T]; H°), MHF O<t<T, RMA 


> laut, i < Car ( E Mau, Nae + f nt . (34.1) 
laj<l 


lal<!1 


如 果 X 是 一 个 函数 空间 , Mids F(t, x) E C?([0, 了 T; X) 意 措 在 [0,T] E, F(t,.) 
是 一 个 取 值 于 X 中 的 Co 函数 。 
在 证 明定 理 3.4.1 之 前 , 我 们 先 将 其 结果 用 来 证 明 一 个 线性 双 曲 型 方程 的 存在 唯 
一 性 结果 . 
定理 3.4.2 hs eZ, NARA f Ee HSTi(R"),g € H°(R") f F e L1((0, T]; H°(R”)) 
存在 唯一 的 
u € C([0, T]; H+!) nC ({0, T]; H°) (3.4.2) 


满足 


Lu= 
| u= F, 0<t<T, (3.4.3) 


uli=0 = Í, Opult=0 =g. 


定理 3.4.2 的 证 明 唯一 性 设 uu 是 (3-4.3) 的 两 个 解 , 则 u 一 u: 满足 零 初 值 
与 L(w1 一 u2) = 0. 因此, 对 于 每 个 满足 (3.4.2) 的 解 , 我们 应 用 (3.4.1) 就 能 说 明 


uy — ug = 0. 
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存在 性 先 设 f=g=0. 
ME y c CSX([-00,T) x R”), WA (3.4.1) 到 L*, HT — t Rit t, 18 


T 
IE, Jla- < > ae, lg < cf IL" ob (7, -)lla--:d7. 


laļ<1 


因此 , 由 于 Hs 和 H 是 对 偶 空间 , 对 固定 的 F eE LHO, T] HS), 有 
T T 
Krol =| freee Dase [tv adt 


这 样 , 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 一 个 u © L®([0, T]; Ht?) WEH t< Ob u =O, 
此 外 ， 
(F, p) = (u, L”), Vb € CO ((—00, T) x R”) 


这 样 Lu = F Æ (0,T) x R PAREL Pate. A, AREH, 我 们 得 验证 
(3.4.2), 上 且 因此 满足 零 初 值 。 
首先 , HF e Co, 则 如 果 令 ， = Ou, (3.4.3) 成 为 


n 
dv +2 > g(t, x)d;v + bv 
j=l 


= 一 5 g)* (t, 1)O Ou 一 5 b(t, x)ðju — alt, x)u + F(t, x) 


jk>1 j=l 
E L®([0, T]; #7"), 


立即 有 Ou = v € L”([0, T]; H-1). 再 次 使 用 方程 , 可 得 82u € L®([0, T]; H°-?). 
这 样 , u € C([0, T]; H571) NC1((0, T]; H572). 而 这 比 (3.4.2) 要 弱 一 些 , 但 由 于 我 们 
假设 F e CF,f =9=0, 可 以 用 s 二 2 取代 s. 随后 得 到 一 个 满足 (3.4.2) 的 解 . 对 
于 这 个 解 , 可 以 应 用 (3-4.1). 

为 移 去 对 F 的 假设 , 选取 一 个 序列 Fma CCH, 使 得 如 果 F 如 同 定理 所 设 


T 
| le ) = pale dt = 0, 
0 


则 如 果 wm € C(I0, T]; H51) N C10, T]; H°) 解 Lum = Fm 且 满 足 零 初 值 ， 从 
(3.4.1) 得 um 是 C([0, T]; H+!) N C1((0, T]; HS) 中 的 Cauchy 序列 , 其 极限 满足 方 
程 (3.4.3) 和 (3.4.2), 

为 求解 给 定 Cauchy 初 值 的 方程 , 先 设 初 值 属于 Coe, 令 uo(t, £) = f(z) +tg(x), 
使 uo 正好 满足 初始 条 件 , 则 如 果 Lv = F -— Lu Œt = 0 满足 零 初 值 ， 这 就 得 到 
u = v + uo 满足 (3.4.3) 和 (3.4.2), 假设 光滑 初 值 是 保证 Luo € L'([0,T]; H°), 应 用 
(3.4.1) 通过 上 面 的 逼近 讨论 , 这 个 假设 可 以 移 去 . 

为 证 定理 3.4.1, 我 们 得 先 证 一 个 以 后 将 常用 的 结果 。 
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引 理 3.4.1 (Gronwall 不 等 式 ) 设 A,E fe r & [0T] 上 的 有 界 非 负 函 数 , E 在 [0, 了 ] 
上 是 增 函 数 ， 如 果 


A(t) < E(t) + f r(s)A(s)ds, 0 <t <T, 
0 


则 
A(t) < E(t) expt f r({s)ds). (3.4.4) 
0 
证 明 ”只 须 证 明 : 当世 = 人 时， 上 面 的 估计 式 是 成 立 的 .。 在 这 种 情形 Et) 可 以 
E = E(T) > E(t) 来 取代 . 那么 , 如 果 我 们 令 对 于 0 <t 上 < 了 


t 


B(t)= E + [ rates 


0 
=> B'(t) =r(t)A(t) < r(t)B(t). 
这 样 ， ， 
O(B(t) epl- f r(s)ds)) < 0, 
0 


— B(t) exp(— f (sjds) < B(s) = E, 


A(t) < B(t) < expl f r(s)ds). 


定理 3.4.1 的 证 明 第 一 步 , 先 证 s = 0 的 情形 : 
由 于 工 的 系数 是 有 界 的 ， 


(X 03k, zz < Lut, Nez +O > latul) 


Ialsi 
因此 ，(3.3.5) 推 得 
u(t, rz < Cr (no a +/ (Lul, zz + So water] 
lal <1 


为 估计 u(t, -) 本 身 的 L? 范 数 , 我 们 只 要 用 微 积分 基本 定理 以 及 Minkowski 积分 不 等 
式 得 , 

lult, lze < lo Jizz + f Our, )llzzdr. 
组 合 上 述 两 个 不 等 式 得 


XO aul, liz 


lal<1 
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t 
< a wr }O*u(0, za +/ ($ laul, ez “Heat 
JaJ<1 


Jel <1 
因此 , 由 (3.4.4), 
t 
XO latul, Jizz < Cr | X laut, lz +f lLu(r,-)llz2dr | (3-4.5) 
lal St Jol <1 0 


第 二 步 , s CN 的 情形 : 
通过 除 90 ,不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 OP 的 系数 是 1， 则 


LO%u = Oe Lu + [L, O2]u, 


其 中 [L, 0°] = LOS — LL 记 交 换 子 , 是 不 超过 lol +1 阶 的 , 由 于 我 们 对 g00 的 假 
设 , 关于 t 的 导数 不 会 超过 1. 因此 , 如果 我 们 应 用 (3.4.5) 到 afu, |B] < s, 发 现 


lopu(t, )llz2 + Noew t, ze 
C(|l3fu(0, lizz + Nosw (0, lez + f ‘UE, afal, Milne + 8f Tur )llz2)d7) 
C(\|OZu(0, -)llz2 + ləğv (0, -)llz2 

-f (XC (Fur, Mrz + lažu (r, lze) + HOS Lul, -)||z2)dr). 


lal<s 


lA 


IA 


关于 |6| < s RA, 则 用 Gronwall 不 等 式 , 得 对 于 s = 0,1,2--- 


》 (agul, rz + 3g (t, )llz2) (3.4.6) 
|al<s 
< C$ ( OFu(0,-)lc2 + lagu (0, -)llz2 + | NO Lulr,-)llz2dr 
xl 人 ) 


对 于 这 样 的 s, 等 价 于 (3.4.1). 
第 三 步 , s E€ 一 N 的 情形 : 
令 v(t, -) = (7 ~ A)*utt, 小 其 中 A= Ar. 首先 注意 到 


lvlt, Jla- = |] — A) Pult, Jizz = lult, -) lle. (3.4.7) 
由 假设 —s oN, 以 及 (3.4.6) 得 
5O (laget, ize + agv E, Alz) (3.4.8) 


ja|<—s 


< C 》、 (2 省 zz + 82v" (0, det f les Lu(r, [haar ) ; 


lal<—s 
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注意 到 (一 人) Lv = Lu + [(I — A), L]v, 因此, 由 (一 A)s/2 乘 之 , (3.4.8) 的 
最 后 一 项 能 由 下 面 估计 


So (oe Lv(r, ez = Lot, Ns < |lEulr, ls + II — AA), Llv(r, he. 
ja|<~s 
(3.4.9) 
(UZ — A), L] Æ < -2s +1 阶 的 微分 算 子 , 关于 上 的 导数 并 不 包括 大 于 1 MAH. 
因此 
-A= SD Baha, 
ja|,|B|/<—s 
his 


由 于 工 的 系数 的 假设 , 这 里 ogy = O(1). 由 于 U- 一 A)s/26g 在 L EX lal < -s 
是 有 界 的 , 得 


IZ = A78, Llet, Na <C > 16gero(r ll 


IB8|<—s 
I7I<1i 


< œ > (8solr Ize +lasw(r Ize) - (3.4.10) 


lal<—s 
由 (3.4.9) 和 (3.4.10),(3.4.8) 的 左 端 可 由 
>》 (esv(0, za + Ov’(0, zs 


lal<-s 


+ | (lLulr, llir + osv(r, Ila + 2v (r, lza)dr) 
0 


来 控制 . 由 (3.4.7),(3.4.8) HRS lult as + e)la TER. 
用 Gronwall 不 等 式 得 


do lauft, llas < Cr, (z l3 u(0, -Jll zs -f || Lu(r oe 


lal<1 lal<1 


由 此 我 们 已 经 对 负 的 s 证 明了 (3.4.1), 这 就 得 证 定理 3.4.1, 

注 3.4.1 为 简单 起 见 , 我 们 仅 对 SCL RR 定理 3.4.1. 然而 ,人们 可 用 拟 徽 分 算 子 ， 
把 定理 3.4.1, RELI HSER. 事实 上 , 应 用 (3.4.5) 到 (一 A)s/2w， 我 们 
可 看 到 


2 latu, Ja 


lal<1 


<C (= [O°w(0, ) le + (wm Mas + lL, (7 ~ aju Jlar . 


lal<1 
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由 拟 微分 算 子 的 演算 ， 我 们 能 说 明 


IZ, (2 — A) Pul, za < C $I latul, Na, 


laj<1 


通过 应 用 Gronwall 不 等 式 得 到 (3.4.1) sER 成立。 


83.5 ze 衰减 估计 


这 一 节 我 们 讨论 线性 波动 方程 的 LO 估计, 在 定理 3.1.1 中 通过 解 的 表达 式 已 有 
一 个 初步 的 估计 : 如 果 初 值 属于 Coe, Cauchy 问题 


Du(tz) = 0, t>0, 
u(0, x) = f(x), Ou(0, x) = g(x) 


的 解 是 OAT). 我 们 将 利用 稳定 位 相 法 、Sobolev 不 等 式 等 给 出 精确 的 估计 . 
定理 3.5.1 Ru kA C82 初始 值 (fg) 的 波动 方程 的 解 ， 我们 有 


lu(t,2)] < CO Fes + ghia)(L + D2 
对 于 +> 1, 我 们 有 
u(t, s)| < CO F llin. + Wall yinsaa t709. 


证 明 回顾 Aigle) = ony fig gle + EEIE 如 果 J 是 大 于 大 的 整数 ,我 们 有 


O Aig(x) -f en Asg(x)d(s ~ t) 


= oS [ (s 一 四 一 人 (3 E sg(x)ds. 
d k 
pa (2) aa 


d 了 
[ E (5) g(a + sé)dé 
由 于 dz = s?-1ds, 我 们 要 求 m 对 于 s > t 满足 


tk+1(s _ t)i k~1 < t* + Is7 k-1 _ pet+1 j-k-1-(n—-1) on-l < Cost tem, 


因此 ， 


co . 
< cf 大 +1(s — tik! ds. 
t 


即 , mtn=jtljcnt+kh WF JLR+1 MR LER SG Sntkh, 我 们 最 终 有 


EtA gla) < coms | S > |D°g|(x + y)dy. (3.5.1) 
lul>t L; 
laļ=j 
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我 们 也 能 由 散 度 引 理 将 球面 平均 转化 为 ly| < t 上 的 积分 , 即 , 对 任何 g = 1,… ;7 


f FUEEAS(E) = t f ðf (y)dy. 
|€|=1 [yt 


这 样 , 如果 AM g(x) = (d/dt)*Arg(z)， 


wn AM g(r) = 人 a D age ONEENS E 


=l |al=k 


= om | eq OHO aCe +y) -yeya)ay. 
y 


HE jal=k 
用 上 估计 |yl, 我 们 得 
wn-1AM)g(z) < mf > tllarg(z +y)ldy. 
lyst la|=k,k+1 


mR n 是 奇数 , 则 对 于 了 = 0 时 解 的 表达 式 


(n—3)/2 


=} auth ( ay A, g(a). 


为 用 (3.5.1), 注意 到 0 < k < (n 一 3)/2, 我们 须 取 (n - 1)/2 < j < n. 对 于 
j = (n — 1)/2, 有 


jul, t)] < C4002 f |Degltz+ y)dy, 
yl>1 lajs (n-1)/2 


对 于 7 二 mn 一 1, 有 


lu(z,t)| <C > ID°gl(z + y)dy, 
Iw) als(n-)) 
这 样 对 于 了 = 0 我 们 证 明了 定理 ,为 完成 证 明 ， 必须 对 于 0 和 < (n 一 1)/2 估计 
tA” f(x). 为 此 , 只 要 如 前 对 于 了 = (n 十 1)/2 0 j = n FA (3.5.1) 即 可 . 
如 果 ”是 偶数 ,， 解 可 以 表示 为 
(n—2)/2 


= 5 apt TJO, 
k=0 
A t r™ldrdS(é 
Ji) -=f Le "一 iras (£) 5 O° g(x + rE) (C Ey 


lal=k 
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为 证 对 于 t > 1 的 估计, 我 们 将 积分 分 成 SOO + SE yg 两 部 分 . 对 于 第 一 部 分 , 可 
用 (E -— (t 1/22) = O(1/Vt) tiit 1/ Vt r2, 而 其 他 项 可 用 


a 2 》 lO°g(z + wildy 
yi<t- 


jal=k 
来 估计 , 即 O(t1/2-7). 对 于 第 二 部 分 , 将 其 写成 
t 
l-n rdr 1 n—2 4(k) 
ef eee Poe, 


对 于 了 = 大 十 1 用 (3.5.1), 有 OG?) 这 样 , 对 于 上 > 1, 有 


eke? | < Ce 2m tlm 2)/24N gi yo. 
对 于 小 t, hj =n—1 时 的 (3.5.1) 可 得 


t .n—1 alk) 
tet1 (0K) < ce f rr Ap. (2) gr 
0 


t2 — r2 
t k+1 alk) 
k+2—n" r g(x) 
< cf (t/r) Sra dr 
< Cllgiiwe-as. 


这 就 证 明了 f = 0 时 的 结论 . 对 于 一 般 情形 的 小 时 间 我 们 可 作 类 似 的 讨论 .对 于 大 
时 间 ， 注 意 到 要 估计 的 解 ug 十 Ous/Ot, 只 要 考虑 第 二 项 . Sv = Su 其 中 5 = 
tõ t+ Pira, RAH v 是 波动 方程 满足 初始 条 件 (0, (1 + ra) 的 解 . 对 于 固 
定 的 T, 我 们 取 光 滑 函 数 n 在 (0,1) EA 1, 在 (0,2) 外 围 为 0. 解 满足 初始 条 件 
(0, 7([z|/T)v:(0)) 的 波动 方程 , 由 有 限 传播 速度 知 ， 其 解 与 v 在 点 (T,0) 一 致 ， 由 我 
们 刚才 的 估计 可 得 


n- nl 
WT OO < CT |In((2l/T)e (Oly < CTF (1 + DI lwia, 


由 于 v(T,0) = Tu,(T,0), MFT > 1 我 们 得 所 要 求 的 估计 . 证 毕 ! 

这 是 波动 方程 解 的 “ 一 L%” 佑 计 , 这 个 不 等 式 给 我 们 提供 了 两 个 信息 : 其 一 是 
当 上 一 oo 时 解 的 lule- 衰减 率 ; 其 二 相对 于 Sobolev 不 等 式 争 得 号 + 阶 的 正则 性 
(LO 一 Wl), 但 这 个 不 等 式 至 少 到 现在 为 止 还 不 太 有 用 , 目前 更 有 用 的 是 利用 基于 
Poincare 向 量 场 和 Klainerman-Sobolev 不 等 式 给 出 的 不 等 式 ,我 们 希望 这 样 的 信息 
能 得 到 充分 的 应 用 . 为 介绍 所 需 的 估计 ， 我 们 首先 注意 到 , 对 任何 n > 2, 定理 2.5.4 
意味 着 


wt rm) < CAAP (+ lt- jep Y Eut les 
lal< 2}? 


CAAT (1+ |e leh S Tu), z352) 


jal < 242 


IA 
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在 最 后 一 步 中 用 了 (1.3.7). 注意 到 Oru = 0, 这 是 由 于 [ 口 ,T*]w = COu = 0, 因此 ， 
组 合 最 后 的 不 等 式 与 对 口 的 能 基 不 等 式 给 出 


Wo) < CAAT F O+ t-e SD eeu), Iie (8-5.3) 


la] < 242 


用 方程 Ou = 0, 我 们 看 到 , 像 对 u 的 Cauchy 初 值 , Tu 的 Cauchy 初 值 为 C8?. 事 
KE, Pu 的 Cauchy 初 值 只 包括 作用 于 f 和 9 的 微分 算 子 的 有 限 组 合 . 算 子 的 系数 
未 必 是 常数 , 但 这 是 无 关 紧 要 的 , 由 于 f 和 g 是 紧 支 集 的 , 基于 这 , 我 们 得 到 


lulta) < CHHT EG + [t= fal), 


其 中 常数 C 依赖 于 初 值 , 来 自 于 (3.5.3) 的 右边 . 

如 果 空 间 维 数 n 是 奇 的 , 则 如 果 |t 一 |zj| > R, E f,9 的 支 集 是 在 中 心 以 原点 半 
BA R ARPA w(t, x) = 0. 这 样 , 由 微 积 分 的 基本 定理 ， 则 对 奇数 的 n, |u(t, e) < 
CUA T, 另 一 方面 , 如 果 是 偶数 , 则 我 们 仅 能 说 如 果 |z| > t+R, W ult, z) = 0. 
这 样 , 对 n 是 偶数 时 ，(3.5.3) 仅 能 导致 形 如 


lu(t,x)| < CQ+H- ST + [zl (3.5.4) 


HR. 这 当然 比 第 一 节 中 定理 3.1.1 中 的 更 精 . 
对 于 Klein-Gordon 方程 Ou + m2w = 0,m Æ 0, 相应 的 LO 估计 可 以 叙述 为 
定理 3.5.2 Ru Aint ti (f,g) 的 Klein-Gordon 方程 的 解 ， 我 们 有 


lu(z,t)| < Cf lliwsi + lgltwer)C + ler? 
aF t> 1, 我 们 有 
\u(x,t)| < CF yin + lIgllwtmsajeia)t7?/. 


从 定理 的 叙述 可 以 看 出 我 们 曾 介绍 过 的 Klein-Gordon 方程 与 波动 方程 的 联系 ， 
用 基本 解 可 得 对 非 齐 次 方程 


Du + mu = f;u(0,-) = uo, ju(O, -) = uy 


解 的 表示 以 及 如 下 的 定理 
定理 3.5.3 如 果 EC%({(t,z) € RI: 0 <t< T} 当 一 oo 时 是 速 降 的 且 是 
上 述 方程 的 解 ， 则 


1 
sup {u(t,x)| < 0 (aroy 5 |O%u, (x) |da 


j=0 lal+j<nt1 


一 3 一 及 /21 ga 
2 Ife +t ) az sofas) ,0<t<T 


la|<n 
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83.6 波动 方程 的 Strichartz 估计 


我 们 的 目的 是 研究 非 线性 问题 , 为 了 可 以 将 非 线性 方程 看 成 是 相应 的 线性 方程 的 
扰动 , 假设 解 在 某 个 函数 空间 中 , 但 它 经 过 非 线 性 扰动 后 可 能 会 落 在 另外 一 个 空间 中 ， 
如 果 这 样 的 空间 在 适当 强 的 意义 下 仍 可 以 用 解 所 在 的 空间 来 控制 ,我 们 就 可 能 可 以 得 
到 解 的 适 定性 . 在 此 过 程 中 我 们 得 在 适当 的 函数 空间 (如 混合 Lebesgue 空间 LIL", 
或 混合 Sobolev 空间 LIW) 的 框架 下 , 设法 用 初 值 以 及 强迫 项 控制 住 这 样 的 线性 
方程 的 解 . 我 们 已 经 知道 的 能 量 不 等 式 就 是 其 中 的 一 个 ， 它 反映 了 波动 方程 解 的 正则 
性 提高 的 信息 ,但 这 样 的 不 等 式 却 没有 有 反映 出 我 们 常常 所 需 的 可 积 性 增加 的 信息 .这 
一 节 的 目的 就 是 要 得 到 一 个 这 两 方面 信息 都 能 得 到 反映 的 Strichartz PER. 而 这 样 
的 不 等 式 是 受 Fourier 限制 定理 的 启发 . 

对 于 一 个 给 定 的 函数 m : R, 一 C, 我 们 记 相 应 的 Fourier RFA 


m(D)f := F-'m(lé)) f(E. (3.6.1) 
为 此 考虑 具 初 值 


的 齐 次 波动 方程 
Og = 0. (3.6.2) 


由 Fourier 变换 我 们 能 求解 这 个 方程 , 得 到 对 9 的 一 个 精确 公式 : 


gla) =F (coste fle) + TE). (3.6.3) 
对 于 非 齐 次 问题 
| 0.2) ~ 0, iw(0,7) = 0. (3.6.4) 
我 们 可 以 得 到 
-1 ( f l J EPE he ear), (3.6.5) 
记 
g= a) =F" (eK A), (3.6.6) 
其 中 B 
fO = zO r É 
有 时 我 们 也 记 成 


+0) = +D f (D). 


© 
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我 们 可 以 把 (3.6.3) GH b= 81 十 9 类似 地 , Me, A Y= yt +y, 其 中 
+ prill f si(t—s)je| E (86) 
w*(t,02) =F (3 f e er ds 


或 
t . 
w= f (2iD) -letit-s)D F(s, 2) ds. 
0 


(3.6.6) 说 明 $ 的 时 空 Fourier 变换 事实 上 是 一 个 支 集 在 锥 面 |7| = |E 上 的 分 布 . 更 
细致 地 , (+) 分 量 的 支 集 在 正 锥 7 = 发 | 和 (—) 分 量 的 支 集 在 负 锥 7 = 一 |&|, 这 是 由 于 


$+(7,€) ~ O(7 F |EN fe (©. 


这 些 公式 提示 , $ 可 认为 是 对 应 于 Fourier 变换 在 锥 上 的 限制 的 对 偶 算 子 . 我 们 
可 以 试 着 重复 对 应 于 在 球面 上 限制 的 Stein 算 子 作 过 的 同样 的 分 析 ， 寻 找 用 初 值 (或 
初 值 的 导数 ) 的 L? 范 数 控制 & 的 L 范 数 的 估计 . 对 于 不 包含 导数 的 $ 的 任何 估计 
将 来 自 于 $+ 所 对 应 的 估计 , 这 是 由 于 可 以 通过 道 时 变换 得 到 OT. 因此 ， 从 现在 
起 , 我 们 仅 考 虑 (十 ) 分 基 . 

不 像 球面 , 锥 并 不 是 紧 流 形 , 它 有 一 个 曲率 为 0 的 退化 方向 , 但 仍 有 nn 一 1 个 方向 
的 曲率 不 为 0 正 因 为 这 样 ,我们 将 看 到 对 于 n 维 波动 方程 的 解 , 得 到 类 似 于 n 一 1 
维 球面 的 Stein 算 子 的 结果 . 沿 着 这 个 退化 方向 我 们 将 通过 用 所 考虑 的 算 子 的 标尺 度 
变换 性 质 来 得 以 刻画 . 因此 能 把 问题 转化 到 寻求 一 个 具有 附加 性 质 , 即 初 值 上 和 9 的 
Fourier 变换 的 支 集 在 环形 1/2 < |E < 2 上 的 解 的 估计 . 等 价 地 ， 这 相当 于 考虑 截断 
算 子 


Tf (t,2) = J eitEl+2® ACE) F(EJAE, 


其 中 86 € CF(R") 是 一 个 截断 函数 , 我 们 可 以 假设 它 有 球面 对 称 性 质 以 及 支 集 在 区 域 
1/2 < |é| < 2 H, T EERE Fourier 变换 的 一 个 限制 算 子 ， 


Tf(7,é) = 6(7 ~ |EDB(E) FCE), 
这 说 明 TF 定义 在 一 个 (截断 ) LL, 它 是 Minkowski 空间 RI 的 一 个 子 流 形 . 
3.6.1 单 频 Strichartz 估计 
如 同 球面 情形 , 我 们 希望 对 于 p > 2(n 十 1)/(n 一 1) 估计 式 
IT filter S Wf lize) 
是 对 的 , 对 于 具有 D 的 混合 范 数 的 更 一 般 的 估计 
IT Flr S [lf llzz@n) (3.6.7) 


也 是 对 的 
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HE 3.6.1 证 明 这 种 类 型 的 估计 的 一 种 办 法 是 考虑 TT AF, 我 们 现在 可 以 精确 地 计 
HH. 形式 地 , HHT 是 由 


T*F(€) = (27) "BE Fl, ©) 
给 出 的 , ¢5 T 复 会 得 
TT*F(t,x) ~ J eltelte] 3(€) |? F(s, y)dsdyd€, 
重 写 虐 式 为 卷 积 形式 
TI" F(t,-) = jue — s)F(s,-)ds, (3.6.8) 
其 中 的 演化 算 子 
U(t)f(2) = f elltlel+28) ge)? F(E)AE. (3.6.9) 


(U 本 质 上 就 是 算 子 T!) 
我 们 已 经 知道 (3.6.7) 等 价 于 对 TT* 的 估计 ， 
|TT"F\|pere < Fly cer 


‘ 


注 3.6.2 HTHT T 直接 联系 着 齐 次 问题 (3.6.2) 的 解 ， 算 子 TT* 和 非 齐 次 问题 
(3.6.4) 也 有 一 个 形式 的 联系 . 事实 上 , (3.6.5) 中 Y 能 写成 积分 


f "W(t s)F(s)ds (3.6.10) 
0 
HER, 其 中 WW 是 由 
r) = f etete) f© 
(WESE) J T, (3.6.11) 


定义 的 算 子 。 

如 果 F(s,€) 的 支 集 包含 在 区 域 1/2 < |El < 2, 则 W 等 价 于 U, (3.6.10) 看 上 
去 非常 像 (3.6.8), 仅 有 的 不 同 是 在 时 间 积 分 的 截断 上 。 这 使 得 我 们 不 能 将 (3.6.10) 4 
为 TT* 型 积分 的 一 种 分 解 。 由 于 这 个 原因 ， 我 们 引进 一 个 与 截断 算 子 T RAH 
BET, 


(TT*) pF (t,’) = [ U(t — s)F(s,-)ds. 


注 3.6.3 为 了 理解 在 相关 LYL" 估计 式 中 什么 是 指标 q 和 7 的 最 优 区 域 , 考虑 一 个 与 
Knapp 反例 类 似 的 例子 是 有 用 的 。 
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例 3.6.1 对 某 个 小 5 > 0, A 
D = {£ € R” : |& — 1] < 1/2, )€'| < ô}, 
考虑 f= xp 注意 到 El- = dhe 护 62， RMA 


Tft, z) = etio f etl- +(t4+ 21 (E11) 42" qe. 
D 


我 们 能 选取 一 个 时 空 区 域 及 ,定义 如 下 : 
So lt +l tl, |z] £87, 


使 得 当 (tc) E REED 时 , 上 面积 分 中 的 振荡 因子 能 视 为 常数 . Art, 对 于 (t,x) € 
R, Tf (t2) 之 1D| 成 立 , LA 


UPFlcees 5 IDlllixalrgrs 51-2- nm 
lflzz ”PP 


令 5 一 0 ,如 同 (3.6.7) 的 估计 将 要 使 得 g 和 7 BRAY 


= < (n—1)(1/2~1/r). (3.6.12) 


3.6.4 对 g 还 须 另外 的 限制 , 它 是 在 时 间 平 移 下 算 子 TT* 不 变 的 一 个 推论 . 事实 
上 ,对 平移 不 变 算 子 我 们 有 HOrmander 的 一 个 一 般 的 结果 
命题 3.6.1 设 1 < p,q < œ, 当 p 二 œt}, KUKA LB?， 即 在 无 穷 远 处 趋 于 
Ray LO BRERA, T: LPR") 一 AR) 是 一 个 与 平移 可 交换 的 线性 算 子 ， 即 对 
zy E R”, (Thhoy=T(foty), HP (x)= o+y. R T AM D 3) LI 的 有 
REF, 则 我 们 有 qp. 

证 明基 于 下 面 的 引 理 : 
引 理 3.6.1 &1<p<oco, f € LR”), 3 p=% 时 , 我 们 采用 LH. 则 


lim |f + fo Tyre = 2] fle. 


\y|—00 


证 明 对 每 个 R> 0, 考虑 分 解 上 =orthe, 其 中 


f(z) |z| < R, 
a=] 0 |z| >R, 


则 


jim, llgrllrs = If lle, dim lerle = 0. 
对 于 R= lyl/2 , 我 们 有 


f+foty =g9r+9Rr°Ty+he+hpoty. 
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函数 gr 和 gR o Ty 有 不 相交 的 支 集 , 使 得 


lor + gR o Tylli» = lIgallte + loro Tyllțe = 2llgrllys, 


上 yl 一 co |y| 一 ce 


lim |Pa 十 PRomlz< lim 2\hallze = 0, 


因此 


lim || f + forle = lim 272llgallze = 2| flir. 
全 一 oo 名 一 oo 


jul 
命题 3.6.1 的 证 明 . 设 C E (0,00) 是 对 下 述 估计 的 最 优 常数 
Tf llze < Cl YF € D. 
则 由 线性 性 和 平移 不 变性 ， 
ITF + (Lf) o Tyllza < CIF + fo tyllze. 
当 |y| > co 时 , 由 引 理 我 们 得 到 
2AT flira < C2/?\|f ln, Yf € D. 


C 的 最 优 性 意味 着 21/71/91 > 1, 因此 g > p. 
这 个 命题 容易 推广 到 向 量 值 的 L? 空间 , 如 果 我 们 考虑 TT* 作为 一 个 从 LY (R; 77 ) 
到 LR; L7) HAF, 则 我 们 必须 有 q> qd, 这 是 条 件 


q = 2. (3.6.13) 


(3.6.12) 和 (3.6.13) 是 对 q 和 r 的 仅 有 的 本 质 上 的 限制 ， 
定义 3.6.1 我 们 说 序 对 (g,r) 是 可 接受 的 指标 对 (MAF T), 如 果 它 们 满足 条 件 


q2 2, 
2/q < (n — 1)(1/2 — l/r), 
(q,r, n) # (2, 00, 3). 
定理 3.6.1 设 (q,r), (q; rı), (q2,r2) 是 可 接受 的 指标 对 ， 则 我 们 有 估计 


le#P 6D) flr rs Sa (3.6.14) 


t 
| f el) 96.) F(s)ds|\ za La < VP as gri (3.6.15) 


其 中 BR—-PR DAH FAG AE HG KR RAG BR, 


-104 - 非 线性 波动 方程 


定理 3.6.1 就 是 单 频 的 Strichartz 估计 , 它 的 证 明 与 限制 定理 的 第 二 个 证 明 相似 ， 
其 出 发 点 是 对 算 子 U 的 L? - L 估计 和 L- L” 估计 , 然后 作 插 值 讨论 . 

这 里 我 们 用 对 偶 方 法 给 出 这 个 单 频 非 端 点 齐 次 Strichartz 估计 的 证 明 . 关于 端 
点 的 齐 次 和 非 齐 次 估计 ， 其 证 明 非常 精细 ， 关 键 是 将 线性 的 估计 双 线性 化 ,使 之 有 更 
大 余地 去 得 到 更 多 信息 ， 有 兴趣 者 可 以 参考 Keel-Tao 的 原文 [30]. 这 里 , 我 们 说 一 个 
可 接受 允许 对 是 端点 组 , 如 果 (q,r) = (2,22) (n > 3). 

定理 3.6.1 中 非 端点 齐 次 估计 的 证 明 : 首先 , 由 对 偶 , 我 们 有 如 下 的 等 价 关系 


T: L > LIL & T* : LY L" > L? e TT: LIL” > DIL. 


于 是 我 们 只 需 证 明 
TT* : LVL” > LAL’, (3.6.16) 


这 里 算 子 TT* 的 定义 如 下 
TT* F(t, x) = J eitt™s)D 82D) F(s, £)ds. 
现在 我 们 证 明 估计 (3.6.16), 由 L? — L 估计 和 L L 估计 , 我 们 有 
lle 9 B2(D) F(s, zl < (t — sy VG) F(s). 
再 结合 分 数 次 Hardy-Littlewood 不等式， 如 果 


> =(n- DG — 1) € (0,1) (3.6.17) 


A 


|TT*F(t, æ) < | J (t — s) CDG} F(s) wdsllzs 
< Fleg 
而 对 于 假设 (3.6.17) 中 排除 掉 的 端点 (q,r) = (coo, 2), 直接 应 用 L? 一 L? 估计 即 可 得 
到 估计 (3.6.16). 
对 于 剩 下 的 情况 ,也 就 是 (q,r) 满足 条 件 
1 1 
(n —1)(5 - SE >1, (3.6.18) 
直接 应 用 Young 不 等 式 就 可 以 得 到 


[er J (t — sy CDG ÐIF(s)]l ds 


IA 


KATEVE] g lE < Eler 


由 此 定理 中 非 端 点 齐 次 估计 得 证 . 
对 于 非 齐 次 情形 的 证 明 ， 可 直接 来 自 于 如 下 的 Christ-Kiselev 引 理 ( [7] 定理 
1.2), 
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引 理 3.6.2 A Y, Z 为 巴 拿 赫 空 间 , 假设 K(t;s) 为 取 值 于 B(Y; Z) 的 连续 函数 ,其 
中 B(Y;Z) RAY 到 2 的 有 界线 性 映射 组 成 的 空间 . RE -oo 和 Q<DS< o, 令 


b 
Tf@)= f K(t; s) f(s)ds, 


wje) = f K (t; s) f(8)ds. 


假设 我 们 有 
IT Flza z < CIENIE aby > (3.6.19) 
Mk 1<p<q< æ, 


IW fllzo(a,s),z) < C(p, oO) frrca),Y): 


直接 应 用 该 结论 , 当 qi < g2 时, 我们 有 非 齐 次 估计 . 唯一 遗留 的 情况 就 是 q) = 
g2 = 2 的 情形 . 而 由 Sobolev 估计 , 这 时 候 的 估计 可 以 归结 为 71 = ra = 225) 的 情 
形 . 注意 到 该 估计 恰 是 Keel-Tao 的 端点 估计 , 于 是 定理 3.6.1 的 非 齐 次 情形 得 证 . 


3.6.2 波动 方程 的 Strichartz 估计 


类 似 于 上 面 的 讨论 , 我 们 可 以 证 明 如 下 的 Strichartz 估计 
定理 3.6.2 Rn>2,u PA 


Ou(t,z) = F(t,r), t>0,2 € R", 
u(0, x) = f(z), Ou(0, 1) = g(x), 


的 解 ， 则 
llullnece S Wf lls + lolas- + Fly rz (3.6.20) 


HPs >0,2<¢,9 < 0c f2<7r7F < oo 服从 于 标尺 度 平衡 条 件 : 1/g 十 nf/r 二 
n/2— s= 1/7 十 n/7 — 2, (q,r), (0,7) 以 及 满足 相 容 性 条 件 : 


1 n-l 


中 一 工 -n-li 


1 
ga A 2F 一 4 


或 下 面 的 关于 时 间 局 部 形式 的 估计 
定理 3.6.3 


ell nen (0,7) xR") + lulle, Hs (0,7) xR") + laulo, is- 0,7] xR) 


< C(q,7, 8,7) URS + lgl grs-1 R») + Flee iy gorr) ? 


其 中 的 指标 的 要 求 与 上 面 的 定理 相同 . 
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1/9 1/q 1/q open 
1/2 1/2 
n=2 n=3 n>4 
1/4 
0 1/2 l/r 0 1/2 Wr 0 1/2-1/(n-1) 1/2 l/r 
A 3.1 


注 3.6.5 如 图 3.1, tt n> 4， 可 接受 的 指标 区 域 对 应 于 (1/g,1/7) 平面 中 的 以 
= (1/co,1/oo),Q = (1/2,1/00), P = (amp sy 1/2) 和 E = (1/00,1/2,) 为 端点 

的 四 边 形 OEPQ. 4n=3, $ P i Q 一 致 , 这 个 区 域 就 成 为 三 角形 OEQ. n= 2, 
我 们 有 一 个 更 小 的 三 角形 OEQo, 其 中 Qo = (1/00,1/4). 标准 的 Strichartz 估计 对 
应 于 点 9 = (车 证 aes) 

齐 次 Strichartz 估计 的 讨论 已 基本 完善 . 对 于 非 齐 次 估计 ， 目 前 已 知 可 以 有 更 广 
泛 的 可 接受 允许 对 ,关于 这 方面 的 目前 研究 状态 可 以 参看 Foschi [16] 及 其 参考 文献 . 

有 意思 的 情形 是 在 线段 EP 和 PQ 上 接近 于 P 的 情形 , 由 于 所 有 其 他 情形 都 能 
从 这 些 情 形 用 Sobolev 家 入 得 到 . 点 E 对 应 于 能 量 估计 . Keel 和 Tao [30] 证 明了 当 
n>4 tad 是 允许 的 ,一般 情形 的 Q 点 是 否 多 许 是 未 知 的 ， 但 王 成 波 和 我 [13] 已 
经 证 明 径 向 情形 是 允许 的 ， 即 径 向 LPL? 估计 成 立 ; HF n 二 3 有 反例 说 明 QA 
不 允许 的 ， 同 样 在 球面 对 称 情形 Klainerman 和 Machedon [37] 证 明 是 允许 的 。 最 近 
Machihara, Nakamura, Nakanishi 和 Ozawa 在 [45| 中 证 明了 : 如 果 初 值 关于 角 变 量 
具有 更 高 的 正则 性 ， 则 如 果 把 (3.6.20) 的 左 闯 范 数 蔡 换 成 LILLE, 其 齐 次 估计 仍然 
RÈ, 实际 上 , 他 们 证 明了 该 估计 对 于 任意 有 限 的 都 成 立 ; 空间 维 数 为 2 时 ,一般 初 
值 的 痛 点 估计 不 成 立 ， 但 在 球面 对 称 假设 或 角 变 量具 额外 正则 性 条 件 下 Strichartz 4 
计 得 到 改善 ,我 们 将 在 下 一 小 节 看 到 这 一 点 。 
注 3.6.6 波动 方程 的 Strichartz 估计 既 反 上 映 了 方程 的 局 部 光滑 性 ， 又 反映 了 整体 的 
衰减 估计 , 用 它 得 到 的 估计 比 用 Sobolev 不 等 式 对 国定 时 间 得 到 的 估计 正则 性 要 求 要 
少 。 不 过 这 个 估计 仅 控 制 齐 次 Sobolev 范 数 , 但 非 齐 次 Sobolev 范 数 的 低 阶 项 估计 可 
以 通过 对 时 间 的 积分 来 得 到 . 特别 地 ,能 量 估计 


IVulle gs qonxr + lule, gs- qorr) 


< CIV Ellie tan) + Malls + Flea orxe)) 


可 以 看 成 是 它 的 一 个 特例 . 能 量 估计 的 一 个 有 用 的 特征 是 它 可 以 争 得 一 阶 正则 性 ， 而 
其 他 的 Strichartz 估计 所 争 得 的 正则 性 要 低 于 一 次 ,但 作为 补偿 它 争 得 了 关于 时 空 的 
可 积 性 。 

Strichartz 不 等 式 的 证 明 来 自 于 调和 分 析 中 如 下 的 事实 以 及 上 一 小 节 中 的 单 频 
Strichartz 估计 ， 
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引 理 3.6.3 & K(t,x;s,y) E€ C(R*” x RM"), A 
(TG) (t,x) = f _ K(t, 1 s,y)G(s,y)dsdy 
对 国定 的 8 和 上 定义 冻结 算 于 
(Tada) = {Klos salay 


(11 ; 
假设 Ts,t9||La(R") < Colt — s| oy 2) |igllrr R 则 如 果 1 < ry < ra < 00, 我们 


有 L'R) > L™(R) 中 分 数 次 积分 的 不 等 式 
|G) 772 recqi+ny < CoCr ro Gl pr LE(R1+”) 


RÈ, 其 中 Cur 是 常数 。 
证 明 如 果 用 Minkowski 积分 不 等 式 得 


Teler < ( f (fof tenets, Dolana) a)”. 


如 果 我 们 用 上 面 的 冻结 算 子 假设 , 得 到 这 最 后 一 项 


_14(L 1) 72 1/r2 
< cn ( f ( f Nes, Yanceylt — A as) at) | 


最 后 , 如 果 我 们 用 H-L 不 等 式 即 得 


1/r1 
< cc ( f ICE eed) = COC al lls Ry 


引 理 3.6.4 设 6 ECER) 满足 DES B(s/27) = 1,s > 0 定义 Littlewood-Paley 
HF Gylt, £) = (2m) fon &75B(\E|/2? )G(t, EdE, 用 空间 Fourier 变换 ， 则 


oo 
|Gllzs rg <C 5 IGilisra, 如 果 2 <q <%,2 <s <í, 


j=—00 


OO 
> Gileg <MGllipre, #RI <p <2, #1 <r <2 


j=- 


证 明 ”证明 依 赖 于 Littlewood-Paley 理论 . 具体 地 , 我 们 将 用 事实 : 如 果 1< p< co 
存在 一 个 常数 0 < C = Cp < co, 使 得 


CSO Gtt, Ae /GE, liz < C. 
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为 看 到 这 一 点 , 我 们 集中 在 第 一 个 不 等 式 . 如 果 用 前 面 Littlewood-Paley 不 等 式 
的 前 一 不 等 式 , 得 


IG Me < CCL (Gs. Paz}? 
然而 , 由 于 4/2 > 1, Minkowski 不 等 式 意味 着 最 后 的 表达 式 
<C> IG Mis. 
如 果 我 们 现在 用 这 个 事实 8/2 > 1, 类 似 地 得 
_ (etn = f lest. zga? 


eif EIGE Wa = 0 Isles: 


另外 的 不 等 式 的 证 明 用 第 二 个 Littlewood-Paley 不 等 式 且 是 类 似 的 . 

由 于 n = 3 时 的 波动 方程 是 我 们 重点 研究 的 对 象 ， 所 以 我 们 重点 介绍 Sogge 对 
一 些 情形 的 Strichartz 估计 所 作 的 更 具体 的 探讨 . 
定理 3.6.4 设 以 是 线性 方程 


Dult, x) = F(t,r), (t,7) € Rit 
u(0,-) = f, Ou(0, -) =g, 


的 一 个 弱 解 ， 则 如 果 1/2 <y <1 存在 一 个 常数 C,， 仅 依赖 于 g 和 ? 使 得 对 每 个 
T>0O 


(3.6.21) 


Ill eA p95, + llu(T, ) grr (Rs) + |Qu(T, Jla- (Rs) 


< CUA lac) + lohra HIEI 8s g) (3.6.22) 


其 中 的 ST = {(t,z):0St ST}. wR yg MR 1/2< 7 <1, 6/(2-y7) <a 
2/1 ~-y) RY=16<q< cw, HMROIO< <1, LH 


lju ul 3 te tS (Sr 7 llu(T, lerra) + |Q.u(T, Jll -1 R3) 


< C Alfa) + ola) FIL s,s sy) 8628) 
注 3.6.7 (3.6.22) 或 (3.6.23) 的 特殊 情况 y = 1/2 £X Strichartz 得 到 的 估计 
lull pacsz) + ucZ, yw/2 (83) + lou(7, J) gr-12 (8s) 
< Cflyzas) + lolly- + Flr) (3.6.24) 
正如 我 们 所 指出 的 , 这 等 价 于 Fourier 变换 的 限制 定理 .为 说 明之 , 我 们 回顾 如 果 g = 二 0 
fo F=0, W 
u(t.) = (21)? | e€ cos(ele)) Fle)aé 
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注意 到 WP Ban = whe SIO PAE, 如 果 我 们 用 其 Fourier 变换 是 LY, 
的 函数 来 取代 f, 就 得 对 应 于 g=0, F = 0 时 的 (3.6.24) 的 特殊 情形 意味 着 


T : L*(R*) > L4(R**), 


其 中 
Tf (t,c) = (2r)? f etzEtitltl fe)dé /lel?. 
R3 


由 对 偶 性 ， 上 面 的 叙述 等 价 于 T*: LORH) 一 LR), 
T*G = (2 一 3 16 一 诗人 ,Edtd 1/2 
(TGE) = ny? f fem eG, eatae] 
(anys eG Oa/ 
R3 


其 中 G 和 G 分 别 记 Glt,x) 的 空间 和 时 空 Fourier 变换 。 接 下 来 ， 如 果 我 们 用 
Plancherel 定理 可 得 


[Tol = 21)” f I(E ENPA] 
这 说 明 Strichardz 估计 (3.6.24) 意味 着 对 RI PARARE: 
f IGUEL PAEL < Claass C ES (3.6.25) 


容易 验证 上 面 的 讨论 能 过 过 来 说 明 不 等 式 (3.6.2) 是 对 的 ， 这 说 明 这 两 个 估计 是 等 
价 的 。 上面 的 限制 定理 和 (3.6.24) 能 拓 延 到 其 他 维 数 n> 2 ,在 这 种 情形 , 如 Ge 
LE (RH) 有 一 个 限制 在 如 上 关于 Lorentz TEMA dé /|E| 的 光 锥 上 L? 函数 的 
Fourier 变换 ， 


(3.6.22) 的 另 一 个 极端 情形 y = 1 由 Pecher 给 出 的 , 这 时 的 不 等 式 为 


lu’ (T, )llz2) + llull 2 
LE? Li(Sr) 


$ 
< Calw (0, iz + Cy f FG, lias)dt,6 <q < o0. (3.6.26) 


注意 到 除了 左边 的 混合 范 数 项 ， 这 个 不 等 式 与 达 郎 贝尔 的 能 量 不 等 式 一 致 ， 在 第 七 章 
P, (3.6.26) HAAR RRS Ou =u? AEE (未 必 小 ) 光滑 初 值 的 整 
体 存 在 性 的 证 明 的 关键 . 关于 (3.6.26) 要 指出 的 最 后 一 点 是 虽然 当 9 = 二 co 说 它 不 对 ， 
但 对 这 个 指数 的 不 等 式 在 球面 对 称 的 假设 下 确实 成 立 。 在 这 种 情形 ， 不等式 来 自 于 能 
量 不 等 式 和 (3.6.68) 当 q = 2 时 的 对 偶 公 式 ， 
推论 3.6.1 设 以 是 (3.6.21) 的 一 个 弱 解 . 假如 

3 2 


3<S“<5 和 7 二 7 一 7 


(3.6.27) 
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则 存在 一 个 常数 C 仅 依赖 于 y, 使 得 如 果 T > 0 


lull as gs (Se) Te Mires) + |]O:u(T; gyi (ms) 
T 


Litt LZY 一 了 
< C 3 y—-1 (R3 F 3.6.28 
< (flane + llall av- + ll I 135 L227 (9, ) ( ) 
成 立 。 如 果 i 
2 < % < 3 和 Y=1- 一 (3.6.29) 
也 有 
Il 8 2 sn) + fu(T, +) Ile gay + OT -) gy- cms) 
< Cy (NF ll ge + lall er- + IFI LL er (3.6.30) 
意 到 (3.6.27) 能 重新 写成 
7 一 2 
1/2 < y < IMIK = iy = F (3.6.31) 
由 于 对 于 A 的 这 个 值 和 y 的 这 个 范围 , 55 < PS < ra 我 们 看 到 (3.6.28) 是 
(3.6.22) 的 特殊 情形 . 不等式 (3.6.30) 类 似 地 来 自 于 (3.6.23), 由 于 (3.6.29) 等 价 于 
0<7< 1/201 = hy = 了 (3.6.32) 


定理 3.6.5 it u Æ (3.6.21) 的 一 个 弱 解 , 则 如 果 4 <q < cof y = yla) = 3/2—4/q, 


lullzecsr) + (VvV—Az) Pall parse) + eZ Alag + Noeu(T, Ihara) 
< Coll FI R) + llgll gry (R3) + \I( V -A)T F] asis) (3.6.33) 


注 3.6.8 如 果 Duo = 0 有 具 初 值 (f,g), 上 面 的 不 等 式 本 质 上 等 价 于 


(3.6.34) 


AQ |A 


3 
lluollzaR!+3) < CF ll rR) + ON i-i) 4 <q<o,7= 57 


TER, 对 任何 q < 4 没有 这 样 的 不 等 式 能 成 立 , 与 此 相关 ， 如 果 s <3, A (64.1) 
中 对 于 存在 性 人 们 需要 多 于 3/2 —2/(K 一 1) 阶 导数 。 然 而 ， 如果 假设 了 球面 对 称 结 
果 是 可 以 改善 的 .。 首先， 我 们 将 看 到 ，(3.6.34) 对 3 < Gg < oo 成立， 而 由 此 可 得 当 
K > 1 十 V2 时 的 径 向 情形 解 的 存在 性 仅 需 上 面 的 正则 性 条 件 . 

对 于 定理 3.6.4 的 证 明 , 我 们 先 考察 所 证 结论 的 内 在 联系 , 发 现 可 以 归 约 到 类 似 
的 于 上 章 给 出 的 对 S! 的 限制 定理 的 证 明 相 类 似 的 不 等 式 。 

首先 , 我 们 注意 到 定理 3.6.4 的 证 明 可 转化 成 只 要 建立 (3.6.23) M y= 1 的 特 
殊 情况 即 可 . 在 (3.6.22) 中 另外 的 不 等 式 只 是 来 自 于 能 基 不 等 式 和 我 们 已 经 指出 过 的 
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一 些 不 等 式 的 插值 . 事实 上 , WR 1/2 < 7 <1, 则 在 (3.6.22) 中 取 q = 2/(1- 7) E 
是 y 在 这 个 范围 的 式 (3.6.23). 对 应 于 g = 6/(2 — y) 的 (3.6.22) 来 自 于 对 y = 1/2 
的 (3.6.23)( 即 (3.6.24)) 和 


lullzgzs + Net, Mice < CUF + lalz + IP icra) 
的 插值 , 但 这 个 不 等 式 来 自 于 能 基 不 等 式 . 由 于 Sobolev 定理 给 出 
ult, zg < Clet, la 


这 样 , 对 1/2 < y < 1 我 们 已 经 讨论 了 来 自 于 (3.6.23) 的 (3.6.22) 对 两 个 端点 qg = 
6/(2—7) EÈ q = 2/(1 — 7) 的 表达 式 . 由 于 对 6/(2 一 y) <q < 2/0- 7) 的 表达 式 可 
通过 对 于 这 些 特殊 情形 的 插值 来 得 到 .我 们 要 完成 证 明 断 言 的 证 明 仅 需 给 出 当 y = 1 
时 (3.6.22) 的 证 明 . 而 这 个 不 等 式 , 如 前 指出 的 就 是 (3.6.26). 

下 面 我 们 将 u DER v tw, 其 中 vv 是 Cauchy 问题 : 


Wv = 0, 
v(0, ‘) = Í, auf(0， -) = 9， 
的 解 , w 是 非 齐 波动 方程 


Ow = F, 
w(0,-) = 0:w(0,-) = 0, 


的 解 。 所 以 ,为 证 定理 3.6.4, 我 们 只 要 证 


loll a Be tes Mie < Cll + lola) O< <1, (8.6.35) 
a 十 | 人 za < Calllfllin + llgllz2),6 < g < œ. (3.6.36) 
VAR 
roll 二 as ONEI g 0 <7<1 (3.6.37) 
Ly Ls Li Le 
lwll eat lw (T, Nine < CallFllir2,6 < 4 < œ. (3.6.38) 
K La 


u id 4 的 时 空 导数 , 因此 
lu (T, Alg- © WaT, 二 eu Jlr- 


在 (3.6.35)-(3.6.38) 中 所 有 的 范 数 都 是 取 在 RI 上 的 . 注意 到 依赖 区 域 的 特点 ， 即 
Duhamel 原理 , 这 样 的 不 等 式 当 然 意 味 着 在 带 形 ST = [0,7] x R 上 满足 。 

我 们 从 非 齐 估计 开始 , 对 v 来 自 于 类 似 的 讨论 并 可 稍为 直接 一 些 , 如 果 我 们 用 空 
间 的 Fourier 变换 , 则 


w(t, x) = (27) f fe izg Sin (t mn Eleg €)déds. 
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因此 , 如 果 我 们 令 
t 
W°F Y(t = ix-€+0(t-s)|€| fr -ad 
(W° E) (t 2) f Le (s, él “déds, 


则 (3.6.37) 是 


|W PN 2 SO ry zip OSS a=] (3.6.39) 
和 
We Fl La < CIPI rte 22 0<y<la=1-y (3.6.40) 
t r 


的 推论 . 事实 上 , 由 于 W? 的 虚 部 , a = 1 是 从 F Ew 的 算 子 , (3.6.39) SOR (3.6.37) 
左边 的 第 一 项 满足 所 要 求 的 界 , 而 (3.6.40) 和 Plancherel 定理 意味 着 对 其 他 项 同样 是 
对 的 . 类 似 地 ，(3.6.38) 来 自 于 


IW°FI Flea6<9<coa=1 (3.6.41) 
t x 


由 能 量 不 等 式 , (3.6.38) 左边 的 第 二 项 是 < |F]. 
如 果 6 ECER) 如 同 引 理 3.6.4, 如 果 我 们 定义 环形 算 子 


t . . : A 
WeF(ta) = | f eae Ps, ele agds 


则 我 们 先 断言 只 要 证 明 (3.6.39)-(3.6.41) 的 二 进 方式 , 其 中 We 由 We 来 取代 . 常数 
与 了 E 也 无关. 这 来 自 于 引 理 3.6.4. 由 于 不 等 式 左 端的 所 有 指数 都 > 2, 而 右边 是 
<2. 记 住 这 点 , 我 们 只 要 对 断言 的 (3.6.39) 加 以 证 实 , 由 于 对 其 他 两 个 不 等 式 的 讨论 
是 一 样 的 ， 

为 说 明 这 个 不 等 式 来 自 于 一 致 环形 估计 , 我 们 首先 注意 到 必 存 在 一 个 一 致 常数 Co 
使 得 

WeF= >》 W Fa 
{k:|j—k|<Co} 


由 于 (WP Fi)(t, £) = fo fas esti] /27) B(E|/2* )F(s, EET deds 和 如 果 
lj — k] 适当 大 ， BOUEZ BUEL) = 0. 因此 一 致 环形 估计 和 引 理 3.6.4 就 产生 


十 oo 
2 2 
(WEEE py- < C$ NWP ar pean 


一 DO 


Cc 3 > ORÈ 12/049) 12/(2-) 


JJ 一 一 co |j—k|<Co 


lA 


lA 


c ME ea zz 
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我 们 已 经 看 到 不 等 式 来 自 于 一 致 的 环形 估计 , 接 下 来 的 诱导 将 包括 标尺 度 平 衡 的 考虑 
意味 着 这 些 来 自 于 特殊 情形 7 = 0: 


WEF | 2/7 270-9 < Cy|F Il ,yar pen, 0<Y<1,a=1. (3.6.42) 
L; "Ls Li Lz 

IWE Flier S COF zamre- 0< y< boa=1-7. (3.6.43) 

[WE Fl ja-0) Lg < Call Flle z2; 6<q<wa=l. (3.6.44) 


为 看 到 这 一 点 , 我 们 需要 用 如 下 恒等式 
MRF) (t, r) = F(t/d,2/d),A = 27, (WFF), £) = A (WD) (At, Ax). 
由 于 这 一 点 , 如 果 (3.6.42) 成 立 , 则 由 变 基 变换 我 们 得 到 对 a = 1 
WHF ar gya- = ATRA TIA SS" (WE Pall p29 72/07 
< CAPATAT A] LOHN 22/2) 
= CAPATAT TE ACAS E HF ace ze 


= Cyll EI is pze- 


因此 (3.6.42) 意味 着 同样 的 界 对 算 子 Wa = 1 成 立 . 由 于 这 个 讨论 意味 着 另 
两 个 不 等 式 , 现在 接 下 来 的 是 (3.6.42)-(3.6.44) 的 证 明 . 
如 果 我 们 令 a(t, si6) = OCELE, 如 果 0 < s <t, 否则 为 0, 则 我 们 能 重新 写 
WF HR 
(TF)(t, z) -aero 56) F\s,)aéads 


则 我 们 断言 留 下 来 的 估计 是 下 面 命题 的 容易 的 推论 . 
命题 3.6.2 设 E 一 alt, s;£) t,s € R, EROARHRK, AT C8? 的 一 个 有 界 子 集 ， 
且 如 果 人 g [CC]a(ms;6 = 0, 其 中 1<C < oo 是 一 个 固定 的 常数 ， 则 如 果 
1<p<2, 
ITFI 2 p go) $ OPET se py (3.6.45) 
ITF || rg r23) < CoE aa rpe Ra (3.6.46) 


如 果 2<q< oo, A] 


2q 
ITF] ps 23143) < Cp Filly 12. (R+) 7 5 <s< om. (3.6.47) 


显然 (3.6.46) 和 (3.6.47) 意味 着 (3.6.43) 和 (3.6.44). 为 得 (3.6.42) 我 们 首先 注意 到 
(3.6.45) 和 (3.6.46) 之 间 的 插值 产生 


TF < CpallF . 3.6.48 
| Ie < pall | aape ( ) 
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BR 1 <ps2M2<¢q < p/(p—1). 3 0 <y < 1/2, p = 2/2-—7) 和 
q = 2/(1—7) 的 特殊 情形 产生 (3.6.42), 由 于 这 里 4g = 2/(1-7) < p/(p-1) = 2/7. A 
对 1/2 < y < 1 证 不 等 式 , 我 们 注意 到 (3.6.45) 和 (3.6.47) 之 间 的 插值 意味 着 (3.6.48) 
当 2 <g<o0 和 g/(g 一 1) <p<2 时 也 必 成 立 . 这 给 出 了 (3.6.42)1/2 <yY<1, 因 
为 如 果 我 们 取 gq 二 2/(1 一 Y) A p = 2/(2—7), W a/(qg—1) =2/1 +7) < 2/(2-7). 
这 样 , 我 们 可 将 非 齐 次 估计 (3.6.37) 和 (3.6.38) 归结 到 上 面 的 命题 。 

命题 3.6.2 的 证 明 首先 注意 到 当 s = 2g/(g 一 2) 时 , 不 等 式 (3.6.47) 来 自 于 


(3.6.46), 2 .这 只 要 通过 对 偶 的 讨论 . 由 于 7” 是 与 了 同样 的 算 子 ， Le aipg 的 对 偶 空 


间 是 re LÈ, p = q/(q — 1). (3.6.47) 当 s = œ 时 容易 来 自 于 Sobolev 定理 和 
Plancherel 不 等 式 


IA 


(TF) (t, llzer) [i f Eat, s EPs, atlicands 


cf VF (s, -)llz2Rds: 


IA 


由 于 (3.6.47) 中 另外 的 不 等 式 来 自 于 s = 2g/(g 一 2) 和 s = oo 两 特殊 情形 的 播 
值 , 我 们 得 到 只 要 证 明 (3.6.45) 和 (3.6.46). 但 我 们 下 面 断言 (3.6.46) 实际 上 来 自 于 
(3.6.45). 为 看 到 这 一 点 , 我 们 注意 到 , 如 果 to 固定 , 如 果 令 (SF)(z) = (TF)(to, 2), 
则 


ITF(to, J = J SF(a)5F(a)dz = J (S*SF)(t,z) F(t, zjdtdz 
< [SSPI ge, ty Pl ae a (3.6.49) 


A 


在 最 后 一 步 中 用 了 Holder 不 等 式 , 但 


(S*SF)(t,z) = J J ee IE s; €)Ê (s, €)d€éds, 


其 中 A(t, s;€) = (27)’a(t, to; E)a(to, s:€). 这 样 SS FAT T 有 同样 的 类 型 . Aut, 
(3.6.45) 的 证 明 将 说 明 常 数 仅 依赖 于 a 以 及 其 有 限 多 阶 导数 的 大 小 . 这 个 不 等 式 意味 
着 (3.6.49) 的 右边 < CRIEI? ap, 得 (3.6.46), 

Li? “LE 


这 样 , 我 们 落实 到 证 明 (3.6.45). 对 于 这 个 我 们 将 需要 用 引 理 3.6.3, 这 样 让 我 们 
定义 冻结 算 子 


(Tis f)(2) = J eat, sie) F(a, 6)a8, 


则 我 们 断言 ， 
Tf strga < Cle sl Flames (3.6.50) 


由 于 (3p — 2)/2p 一 (2 一 p)/2p = 2—2/p, 利用 上 式 与 引 理 3.6.3 可 以 得 到 (3.6.45), 
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为 证 (3.6.50), 只 要 证 明 p = 1 A p= 2 的 特殊 情形 . 由 于 其 他 的 可 以 来 自 于 插 
值 . p = 2 时 的 不 等 式 是 具 C = supla| 的 Plancherel 定理 的 推论 , 为 证 L 一 LX 
F, Sx K(t,s;x) 记 Tes HERE: 


K(t,s;x) = [celal ss Sas, 


则 只 要 证 明 
|K(t,s;2)| < Cy(1 + |t — sht + lft — s| — Jeh, WN. (3.6.51) 


对 L! 一 L 估计 我 们 仅 需 天 = O(t — 5|~*); 然而 , 这 更 细致 的 估计 不 难得 到 , 将 用 
在 定理 3.6.5 的 证 明 中 ， 
为 证 (3.6.51) 我 们 需要 S? 上 的 Lebesgue 测度 的 Fourier 变换 恒等式 
do(€) = J eivédo(w) = ar FREI (3.6.52) 
s2 Jé] 
我 们 暂缓 其 证 明 , 而 是 说 明 它 是 如 何 被 用 在 (3.6.51) 的 证 明 的 . 
第 一 步 是 注意 到 它 给 出 


K(t,s;2) = [ f eft PW etll—s)Palt, s; p)\da(w)pdp 
0 s? 
= ai sin (|z| Eat, s; p)pdp. 
Iz| Jo 
如 果 我 们 关于 p 作 分 步 积分 , 看 到 当 |z| < 1 时 (3.6.51) 成 立 . 
为 了 看 到 对 |x| > 1 也 成 立 , 4 p > 0, b(t, sip) = pa(ts;p) ,否则 0. 则 关于 


最 后 变量 的 Fourier 变换 满足 |b(t, s;7)| < CN(L+ IrDA 对 任何 N, 其 中 常数 与 s 
Alt 无关, 这 是 由 于 关于 a 的 假设 . 为 看 到 这 , 注意 到 我 们 能 写 K = Ky, +K 其 中 


20 . Fi Im 、 
K+(t, s; £) = ilz] f eden, s; pap = —b(t, s; lz] — (t — s)). 


T 
ilz| 


由 于 我 们 看 到 的 部 分 Fourier 变换 意味 着 这 最 后 的 表达 式 满足 (3.6.51) PWR |z| > 
1 的 界 . 我 们 仅 得 证 明 (3.6.52). 这 个 公式 的 证 明 是 容易 的 . 由 对 称 性 , 我 们 可 以 假设 
E = (0,0,3). 如 果 与 公式 (3.1.11) 的 证 明 同 样 的 讨论 , 我 们 发 现 


A 1 
do(0,0, £3) = 2m J e883 088 sin 0d0 = 2r J e837 dr = 4r sin £3 /£3. 
0 一 上 
定理 3.6.4 的 证 明之 结束 我 们 仍 须 得 到 (3.6.35) 和 (3.6.36) 的 齐 次 佑 计 . 由 于 在 不 


等 式 的 左边 除了 混合 型 范 数 的 所 有 的 项 被 能 量 表达 式 估 计 ， 只 要 看 到 如 果 Do = 0 满 
足 初 值 (f,9), 则 


loll 2/7 rz/a-muRi+a) < CACIA I vR) + llallz>—1 gay), 9 <y< 1, 
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llull ya- pa (pits) < Coll F ll za cra) + ligllz2(r3)),6 < g < oo. 


然而 , 如 果 我 们 回顾 第 三 章 的 第 二 节 的 v WH Fourier 变换 的 表示 , 我 们 看 到 , WR 
(R°f)(t,2) = f ei Etil Fede /ll®, 


则 上 面 的 不 等 式 等 价 于 
RO Fl p27 p2/0—v +3) S Crljraah 0 = 7, (3.6.53) 
[REFI 2070-9 pa (gies) < Call f Ilz2R) a=l. (3.6.54) 


为 证 这 两 个 不 等 式 , & 8 E CH(R,) 如 上 , 定义 二 进 算 子 
(REf)(t,2) = J ei s+itlel AJE /2) fe)dé /lel®, 


则 如 前 ,Littlewood-Paley 理论 和 标尺 度 平衡 讨论 说 明 上 面 的 不 等 式 来 自 于 单位 二 进 
估计 
RG Fil p27 p270—W assy < Crllf ller) a = 7, (3.6.55) 


RE fll z200- rairs) < Call ller) @ = 1, 6 < g < o0. (3.6.56) 
设 (RG) AHMAT: 
(RPE) = f f eE, elel agds. 
则 由 对 侦 性 ,(3.6.55) 等 价 于 
IR Fleg) < OF/e-n any 0 <7 < ba=7 
注意 到 如 果 T 如 同 命题 3.6.2, 则 
((R8)F)(z) = (TF)(0,2), 


如 果 说 其 象征 是 由 a(t s;&) = GEDVEI 给 出 的 。 考虑 到 这 一 点 ， 这 最 后 不 等 式 
(3.6.35) 可 来 自 (3.6.46). 在 这 里 我 们 已 经 用 了 事实 : MR p= 2/(1+7), 则 2p/(3p 一 
2) = 2/(2 -站 ). 剩 下 的 不 等 式 本 质 上 来 自 同样 的 讨论 . 注意 到 (3.6.56) 的 对 偶 方 式 是 


IRE) F]|z2r) < Call Fl] z20/0+8 pga- i3) 6 Sq < oo (3.6.57) 


这 里 , 如 果 p = q/(q—1) WW 2p/(3p—2) = 2q/(q—2). 这 样 我 们 仅 有 1 < 2¢/(q+6) < 
2p/(3p — 2). 因此 , 我 们 不 能 用 (3.6.46) 直接 得 到 (3.6.56), 为 得 到 这 样 的 不 等 式 , 我 
们 注意 到 Sobolev 估计 给 出 工 : LLR 一 L2, 由 插值 将 (3.6.46) 推广 到 


2p 


ITF lize rm) < CpllF lizrrz@sy, <p s2,ders 3p 2 
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用 这 一 个 不 等 式 我 们 得 到 (3.6.57), 这 就 完成 了 定理 6.4.1 的 证 明 . 
定理 3.6.5 的 证 明 我 们 首先 看 到 (3.6.24) 得 到 


(VvV -Az) "Pul asr) + lulT, Alig) + OUT, ) gy cay 
< Coll fl grr ens) + llall pry-1 R3) + IlCv 一 Az) 12 F| rases) 


由 于 O(A) 2u = (VAr) F A (VA) u 有 Cauchy 初 什 
(V-A) f, (V-A) 79). 
为 证 明 (3.6.33) 只 要 证 明 
lullrasr) < Calf lares) + lalli- + WV Ae)? Fill asr) 


WR 4 <q < œ, = 3/2 — 4/4. 
如 前 , 将 4% 分 成 齐 次 与 非 齐 次 两 部 分 , 我 们 现在 的 任务 是 证 明 如 果 yM 9 如 上 ， 


则 
lolze) < Coal fl cms) + lalli- ns)); (3.6.58) 
wll rs (Rit?) = <C, all(v -A)T F] tasis) (3.6.59) 


如 果 R 如 上 , 则 第 一 个 不 等 式 来 自 于 如 前 证 明 , 对 一 个 给 定 a 
[RES Ilta) < Call fll z2R3),4 < g < co. (3.6.60) 


这 个 估计 对 q = 4 正 是 y= 1/2 时 的 (3.6.55). 也 是 说 由 Sobolev 3/4, Plancherel 
定理 R8 : L?(R3) 一 Eee(RI+3)。 最 后 两 个 不 等 式 的 插值 给 出 (3.6.60). 
(3.6.59) 来 自 于 二 进 估计 


WEF ll coats) < CllFllpaseutsy,4 <q < 00. (3.6.61) 


q 二 4 时 的 不 等 式 证 明 在 前 面 已 得 , 由 于 , 对 一 个 给 定 的 a, WE 的 核 满足 (3.6.51) 中 
HR, 我 们 得 到 K(t,2,-,-) E (RIH) 一 致 地 成 立 , 因此 (3.6.61) 当 g = co 时 也 成 
L. 剩 下 来 的 不 等 式 来 自 于 9 = 4 和 9 = oo 情形 的 插值 . 


3.6.3 球面 对 称 情 形 的 Strichartz 估计 


对 于 以 球面 对 称 函 数 作为 初始 值 的 齐 次 波动 方程 的 Strichartz 估计 的 可 接受 允 
许 对 的 范围 可 以 得 到 改善 . 
定理 3.6.6 假设 n> 2, (q,7,n) 是 径 向 可 接受 允许 对 , 即 q,7 > 2， i < (n—1)($—4), 
HH (q,r) # (00, co)， 那 么 齐 次 波动 方程 的 Strichartz 估计 (3.6. 20) 对 任意 球面 对 
称 初 值 成 立 。 
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0 1/2 1r 0 (n-2)/2(n-1) 1/2 Vr 
图 3.2 


证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 仅 需 对 9 = 0 的 情形 作出 证 明 . 这 时 的 目标 不 等 式 可 以 写成 
l exp(itD) f(2)Ilzezz S /as (3.6.62) 


这 里 s = n(i —4)— 1. 我们 给 出 任意 空间 维 数 (n > 2) 下 的 7 = oo 的 估计 . 对 于 
维 数 n > 3 时 的 g = 2 的 估计 ， 可 以 参看 Sterbenz 的 文章 [56] 的 命题 1.2. 如 此 整 
个 佑 计 则 可 以 由 这 些 估 计 与 (q,7) = (00, 2) 时 的 能 量 估计 通过 插值 得 到 . 

由 旋转 不 变性 , 以 及 球面 坐标 变换 ， 我 们 可 令 |z| =r, |€|= 和 ,ZE 一 7 和 cosb = 
rày, 9A) = 和/A) 玉 (A) € Lt, FE 


T poo 
J J ei 和 (tr 608) f(A A (sin 0)"2dAdg 
0 0 


f g(t + r cos 9) (sin @)"~*dé 
0 


| 


12 


1 3 
J g(ry +t)(1 — y) F dy := I(r,t) , 


一 1 
mn > 3, (L—y)"F <1, rt) < fy lo(ry + Hldy = 2 fi" (zldz, 于 是 
对 于 任意 的 满足 2<g < oo 的 9， 

lP Filter < lre SIMIO lze S lolle S Nalga- = flle- > 


这 里 M 代表 通常 的 极 大 算 子 . 对 于 n = 2 的 情况 ,注意 到 (1 - 92)- 主 e L5, 其 
# J = [-1,1], p € (2,00). FÆ WU (r,t) S 9 人 t+79g)llzze， 由 此 对 于 任意 满足 
q € (2,00) Hq, © p=14+4/2, WA 


tD q 
lle ‘ fllLg Lee < g(t + 72 川 :gpserzey 
— 2119/P 
川 et + ry)| erent, 

Mla 


llallfa < ~ lgl ~ FI ae 
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注 3.6.9 对 于 满足 径 向 允许 对 的 Strichartz tit, n = 3, q 二 7 的 结果 属于 Sogge 
[55], (q,r) = (2,00) 的 结果 属于 Klainerman 和 Machedon [37]; n = 2,2 < q < 
4,r= co 以 及 n> 4,(g,7r) = (2,00) 的 结果 属于 我 和 王 成 波 [13]. 特别 值得 一 提 的 
是 , 我 们 对 于 n > 4 的 结果 实际 上 解决 了 Klainerman 1995 年 提 的 的 一 个 猜测 [35]; 
在 之 3 时 可 归属 于 Sterbenz 的 [56]. 

为 应 用 的 方便 , 我 们 特别 以 推论 的 形式 写 出 如 下 特殊 情形 的 Strichartz 不 等 式 : 
推论 3.6.2 设 Ouo = 0, uo(0, x£) = f(x), uo(0,z) = g(x). 如 果 fig 是 球面 对 称 
á, m 


luollzp s) < Colf livens) + lalla- @ey): (3.6.63) 
y = 3/2 — 4/p,3 < p < œ 


lluollz? (Gez)eRa+sl minftlzlj<1) < Cp (ILF || eres) + lhall gyi cns)); (3.6.64) 
y=1/2—1/p,2<p<3. 


在 这 一 小 节 的 最 后 ， 我 们 再 给 出 一 个 关于 Strichartz 估计 在 有 一 定 角 变量 正则 
性 假设 下 的 改善 的 结果 ,在 n > 4 时， 该 结果 由 Sterbenz 在 [56] PAH. WF 
n= 3, 他 的 文章 中 提 到 需要 一 个 估计 , 而 我 们 [13] 发 现 那 个 估计 恰好 就 是 最 近 Machi- 
hara, Nakamura, Nakanishi 和 Ozawa 他 们 在 [45] 中 证 明 那 个 端点 估计 ， 于 是 我 们 
可 以 把 Sterbenz 的 结果 表述 如 下 : 
定理 3.6.7 A Qij 为 角 导 数 7,0; 一 XjGi, 球面 Laplace HF Ash = Vy. 03, 
以 及 [U = (—Aspn)?, 并 且 定 义 
Iul ge = fl + NQF Fl age - 
假设 几 >> 3, 0 二 nn 一 1， 0 二 号 1, 于 是 对 任意 的 < > 0, 存在 一 个 只 依赖 e 的 常数 
Ce, 使 得 如 下 估计 对 任意 f CS 成 立 : 
le Pula) lrg S Ce WY FEN) ， (3.6.65) 


这 里 7 < co, s= (1+2 t3- tF) +2 =9-b G+E 25. UR 
rap, 
3.6.4 ”其 他 的 LL’ 混合 范 数 估 计 

我 们 将 证 明 在 (1 + 3) 维 中 非 齐 波动 方程 


Ow(t,x) = F(t,x), (t,x) € RY, 
w(0,2) = &w(0, £) = 0, 


的 一 些 有 用 的 估计 . 
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径 向 估计 将 要 求 包括 DL 混合 范 数 ， 为 给 出 我 们 要 用 的 记号 , 假设 Gl, y) 是 
(x,y) € R” x R” 的 一 个 函数 , 由 


IGllezzg = MGC or lire = Cf 16E egrs)” 


来 定义 它 的 LzLy(R"” x R”) = LER”; L9(R™)) 范 数 , 在 最 后 的 等 式 中 假设 < oo. 
Xt p = 00, Gl Leo Ls = supzeRr ||G(Z, -)||La¢a™). 

混合 型 范 数 的 估计 或 Strichartz 型 估计 将 在 我 们 以 后 对 半 线 性 方程 的 长 时 间 存 
在 性 结果 的 讨论 中 扮演 一 个 重要 的 角色 . 在 证 明 F. John 的 定理 中 要 用 的 不 等 式 包含 
在 下 面 的 定理 中 . 
命题 3.6.3 设 uo 是 RY 中 线性 Cauchy 问题 

Ouo = 0, uo (0, -) = Í, ug (0, ‘) = 49; 
的 解 ， 如 果 fig 是 球面 对 称 的 ， 则 
Wel sp ss, < Cx (Nfl gyems) + lall r-r) (3.6.66) 


y = 3/2—2/(«6 —1),14+ V2<K <3, 


Mods ato ns) < CT E (lmas + lleg) (36.67) 
y= 1/2-1/K,2<n<14+ V2. 
证 明 (3.6.66) 可 从 (3.6.63) 和 下 式 
lellzerza < Clifllzz + Cllgll ya 


的 插值 得 到 . 

由 (3.6.67) 的 标尺 度 平衡 性 质 , 我 们 只 要 证 TT = 1 的 情形 . 在 这 一 情形 可 通过 
(3.6.64) 和 上 式 的 插值 得 到 . 
定理 3.6.8 设 F(t, x) < CO( 民 IH3) 是 空间 变量 中 的 球面 对 称 函 数 ， 设 册 A RIP 中 
在 t= 二 0 AR Cauchy 初 值 的 非 齐 波动 方程 Ow = F OM, MIR Sp = {(t, 2): 
0<t<T}, 


q-2 
Ile] 3 wT, JllzeR) < Calf lles sry} < 9 < oo， (3.6.68) 
3-4 
lw(T, )lneqejer) < CaT 7 NF ilzgeerisp), lb Sa < 3. (3.6.69) 


注 3.6.10 注意 到 我 们 已 假设 F(t,c) = F(t, e|) 是 球面 对 称 的 ,证明 将 需要 两 个 工 
FL: 即 径 向 了 画 数 为 非 齐 次 项 的 波动 方程 的 求解 公式 ， 以 及 Hardy-Littlewood 最 大 值 
不 等 式 . 后 者 是 说 ， 如 果 
1 t+p 
(Mf)(t)=sup 5 /Ifas, 


p>0 4P Jt-p 
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则 
|M Flle < Coll flea), 1 < p < ow. 


(3.6.68) 的 证 明 由 于 F 是 球面 对 称 的 , 令 r= |z|, 我 们 有 
T prt+T-s 
rw(T,r) = 12 f f pF (s, p)dpds. 
0 |r+s—T| 


因此 , 如 果 我 们 令 
T 2 dp 
Gly) = f f PIF (s, p)| Las, (3.6.70) 
0 Jly-sl<p P 


lrw(T,r)| < G(T — r). (3.6.71) 
注意 到 由 于 w 是 球面 对 称 的 


Wel uT, sy = f rolt, pear, 
因此 ，(3.6.68) 来 自 于 
lGa) < CejlFllzsraktsr LS<S9< co. (3.6.72) 


为 证 这 一 点 , 我 们 注意 到 (3.6.72) 的 左边 等 于 


aif tore (r)dr 


Td) te 


TIE (r)dr)F(s, p)p*dpds 
Wil te sp 


2f fi MOOIE, papa 
gr Flos IMN, str 


IA 


lA 


AFM lL <q<ooM1l< | za < co, 我 们 得 (3.6.72) 必 成 立 , 这 来 自 H-L 最 大 值 
不 等 式 . 

(3.6.69) 的 证 明 由 标尺 度 平衡 的 讨论 , 我 们 注意 到 能 取 本 = 1, 事实 上 , 对 一 个 
AER T > 0 RNS wr(t,c) = w(Tt, T). W Owr = 7T2F(Tt,Tz). 因此 , 如 果 
(3.6.69) 对 球面 情形 T= 1 RZ, 通过 注意 到 


lwlT, Jlle) = T” lwr, zedzl<3) 
CoTY T° F (Tt, T2)\|r14(5,) 
= CT 49/9 Fl pc p(s): 


lA 


| 
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我 们 能 得 一 般 情 形 的 证 明 . 因此 为 简单 我 们 设 T = 1, 如 上 讨论 我 们 发 现 (3.6.69) 的 
左边 可 由 


sup | f Jr)G(r)dr 


=1 
M+ aon 
2-4 2 
sup M (r a f) (s)F(s, p)p“dpds 
Ifl a, =I 
L49—* ((0,1]) 


控制 , 这 是 由 于 (3.6.69) 左边 的 了 的 范 数 仅 取 在 7 = |z| < 1 上 , 我 们 仅 需 考虑 支 集 
在 [0,1] 中 的 f. 如 果 我 们 选取 o > 1 接近 于 1, 上 式 的 右边 由 


2-4 
< Collr © Flir- llFllrs zs 


IME e Allee s iis, 
控制 , 最 后 一 步 用 了 H-L 最 大 值 定理 . 如 果 我 们 能 说 明 对 于 2 < g < 3 能 选取 o > 1, 
使 得 右边 的 前 两 个 因子 的 积 是 O(1), 我 们 就 有 (3.6.69), 但 由 于 i- T = een), 
由 Holder 不 等 式 及 /的 支 集 性 质 ,如 果 我 们 能 选取 o > 1 He (ODS > -l R 


q—o(q—1) 
积 必 是 


1 2 一 4 og 1 _ 
< If ax (freeman = Co 


而 这 样 的 假设 能 成 立 是 与 a < 3 等 价 的 . (3.6.69) EE. 

如 果 我 们 对 分 数 次 积分 用 H-L 不 等 式 我 们 能 证 明 这 些 不 等 式 的 下 列 变形 ， 当 我 
们 回 到 在 径 向 对 称 假设 下 最 佳 正则 性 定理 时 是 有 用 的 ， 
定理 3.6.9 如 上 设 Ow = Fw 在 t= 二 0 有 Cauchy Rai F e CRI) 是 球面 
aA HR, 则 如 果 T > 0， 


lwll ag- < CalF q= ,1+V2<g<3. (3.6.73) 
LT sy O LGN 
1—42 q 
lwlzersisr) ET € Flegrsry 2Sa < 3,0 < 72 (3.6.74) 


证 明 如 果 我 们 回顾 (3.6.71), 看 到 


a <tf E ea- orar Beaty et 
Wel agen, < | |G(t — r)|%?-4ar) Erat) 
回顾 对 分 数 次 积分 的 一 维 H-L 不 等 式 


— 4—1 
l fae — r)jr| tr dr] < Cp pall H lize, < pi < pz < oo. 


如 果 我 们 取 pl = p p = 33 则 当然 pl < pz 也 有 pa < 00, 这 是 由 于 我 们 假设 
q < 3. 在 H-L 不 等 式 中 关于 指数 的 另外 的 条 件 也 满足 , 对 pl > 1 这 里 等 价 于 我 们 在 
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(3.6.73) 中 的 另外 假设 q > 1 + V2. 最 后 , 由 于 gq 一 2 = 1 一 去 十 去 ， 如 果 在 分 数 次 
积分 不 等 式 之 中 取 A(t) = |G(t)|4, 我 们 得 


lwll? 


<C||H -1 = CIGI 
LEP ig | I at | | gz 


如 果 现 在 用 (3.6.72) 我 们 看 到 能 用 | 天 ga 控制 右 端 ，(3.6.73) HE. 
LIS L} 


(3.6.74) 的 证 明 是 类 似 的 . 通过 标尺 度 平衡 的 考虑 , 我 们 可 以 取 T = 1, 通过 用 
Holder 不 等 式 我 们 也 可 以 假设 9 < o < pty. 在 这 些 假设 下 ,(3.6.74) 的 右边 是 由 


f f IG(t lr2-adr) sdt)t < <f fxi (t, 8)|G(8)l2ds)$ dt)? 
控制 , 其 中 如 果 O<t <1,K(t,s) = |t- s602, 否则 为 0. 如 果 我 们 用 Minkowski 
不 等 式 得 
(cf resm s)ds) 4 dt) 


sup( | 1K (ts) at)? f Elas 
= sun f Is — tF ati fH) Ids = C, fim (s)|ds 


lA 


Ht H(s) = |G(s)|% 得 (3.6.74). 
在 一 般 情形 , 我 们 有 
定理 3.6.10 设 Fe C?(R9), 则 如 果 t+ |x] > 1， 


(t+ |z|)|w(t, s)| < cf [, cr’ 5 [T° F(s Wisse 7 art (3.6.75) 


|o| <2 
证 明 首先 设 F 在 原点 的 一 个 邻 域 中 为 0. 在 证 明 中 我 们 要 用 包含 函数 多 是 零 次 齐 


次 的 且 属 于 C%(R!i+"™\0) 的 单位 分 解 将 F 分 解 . 由 于 我 们 的 向 量 场 的 系数 是 一 次 或 
零 次 的 , 这 就 得 到 对 这 样 的 炒 


>》 PSF) < CDS eF] 
la|<2 lal<2 
下 面 我 们 为 了 记号 的 方便 ,将 会 去 单位 分 解 的 记号 . 
为 证 (3.6.75) 我 们 将 需要 用 下 面 的 来 自 于 这 一 章 中 第 一 节 的 公 性 
dy 


w(t,z) = — F(t- |y], £ — y) 


3.6.76 
4T Jiyj<t ly! ( ) 


我 们 将 证 明 分 成 两 个 主要 的 情形 , |x| < t/2 和 |x| > t/2. 
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情形 1:|z| < t/2 首先 注意 到 , AF w AS Cauchy WR, WR Lo 是 径 向 向 量 
场 , 我 们 有 


1 1 
w(t, xz) = f Swot, 07)d0 = f (Low)(0t, 07)d0, 
0 0 
由 于 OLow = LoDw + (0, Lolw = LoF + 2F, 我 们 能 用 (3.6.76) 看 到 


1 dy 
w(t, 7)| < f Jap EF + IFD (0t — lvl, — y) Hao. 


如 果 我 们 作 变量 变换 (s,z) = (Ot — |yl, 0x — y), 则 dyd6/ly| = dsdz/|tlyl— z- yl, 但 
由 于 |z| < ¢/2, # lly] — z- y/t| > |yl/2, BÆ |z — sx/t| = |lylx/t — y| < 3ļyl/2. A 
此 


total < 2f | (EoF| + IFI, F 


3 J J (LoF| + |F\)(s, 2) oe (3.6.77) 


|z — sx/t| 


1A 


如 果 F 的 支 集 在 满足 |z| > 28/3 的 区 域 中 , 则 (3.6.75) 是 显然 的 , 由 于 jz 一 sx/t| > 
3|z|/2. 如 果 F 的 支 集 在 满足 |z| < 3s/4 的 区 域 中 , 则 我 们 需要 用 不 同 的 讨论 , RAH 
用 (2.5.6). 为 此 要 求 下 面 的 引 理 

引 理 3.6.5 如 果 d(r) E C1 且 对 大 了 Ao, 


~ r)lrdr grr2dr. 
f wora <12 f id (r) 2d 


我 们 先 承 认 之 , 来 完成 情形 1 的 证 明 . 事实 上 如 果 以 z= sr/t AP OPRAH, 我 们 
得 到 


J [irea as < f fia LoF| + |3-F|)(s, z)dzds. 


由 于 我 们 假设 当 lz| > 38/4 时 F 为 0, 如 果 我 们 组 合 这 与 (3.6.77) 和 用 (2.5.6), 我 们 
得 到 
tlw(t,x2)|<C 5 J frre. z)ldsdz/(s + |z|) (3.6.78) 
1<|al<2 

其 中 和 仅 包 含 了 齐 次 向 量 场 . 

情形 2: |z| > t/2. 首先 设 suppF 在 满足 ly| < s/3 的 区 域 中 ,， 则 Huygen’s 原 
理 意味 着 如 果 |z| >t 则 wtr) = 0. 考虑 到 这 一 点 ， 所 要 求 的 估计 来 自 于 (3.6.78), 
这 是 由 于 如 同上 一 步 , 我 们 假设 F 的 支 集 在 一 个 包含 光 锥 内 部 的 锥 集 上 . 

为 完成 |x| > t/2 的 情形 , RITE suppF 在 满足 |y| > s/4 的 区 域 中 , 则 我 们 定 
SOF HJIR Pel KA 

F*(t,r) = sup |F (t, rw)|. 
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如 果 我 们 令 w"(t, Z) 解 具 零 初 值 的 Ou*(t,2) = F*(t,|2)), 则 第 三 章 第 一 节 中 提 到 的 
比较 定理 意味 着 |w| < w*。 再 由 于 w* 是 径 向 的 , 来 自 于 第 三 章 的 (3.1.11) 给 出 


t fr+(t—s) 
rw“ (t,£) = 1/2 f f F*(s, p)pdpds. 
0 /\|r—(t-s)| 


但 如 果 我 们 用 Sobolev Æ S? 上 的 引 理 , 得 


F*(s,p) < C $ (TF)(s, pw)|do(w), 


lal<2 
其 中 和 仅 包括 来 自 于 Euclidean 旋转 的 算 子 , MI = Ql <i<j <n. 由 于 
w| < w*, 我 们 能 代 这 到 最 后 的 公式 导致 


elwa) < C$ f f ITF), pw)lpdpdo(u)as 


lal <2 


ll 


cy / J \(E°F)(s,y)\dsdy/lyl. (3.6.79) 


jal <2 


从 这 我 们 再 得 到 (3.6.75), 由 于 我 们 现在 假设 |z| > t/2, 和 在 suppF 上 |y| > 3/4. 

如 果 F 在 原点 附近 为 0, (3.6.75) 的 证 明 就 完成 , 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 必须 
说 明 如 果 当 s 十 |y| > 1/100( 例 如 ) 时 F A 0, 不 等 式 成 立 . 由 Huygen’s 原理 这 意味 
着 如 果 |t —|x|| > 1/10 时 , w(t, z) = 0. 由 于 我 们 讨论 的 是 在 (3.6.75) 中 + 十 |z| > 1, 
这 意味 着 我 们 仅 得 考虑 |z| > t/2 的 情形 . 如 果 我 们 再 用 (3.6.79) 得 


(H+leljw(2)| < © f Peiasdwlrc Sf [rer y(s.y)iasay/lyl: 


1<|a|<2 


如 果 我 们 用 引 理 3.6.5, RNB SAH BME |, P| 的 积分 来 控制 的 . 由 于 每 个 
T 是 Euclidean 角 动 量 算 子 OQ, 的 一 个 , 和 


Iy F(s,9)| < lul X 13F(s, y). 
k=1 
故 TOF (s,y)] < Clyl Zicea (ORF (s,y)|, 因此 包含 和 的 项 也 可 由 (3.6.75) 的 右 
边 来 控制 。 
引 理 3.6.5 的 证 明 . 我 们 首先 考虑 


R R 0 
f r| f F(R )8(0))dpldr 
= f f r|(R— p)¢'(p) — 6(p)|dear 
O<r<p<R 


R 
f (R - r)ġ(r)|rdr 
0 


lA 


R 
1/2 f (RIG'(p)| + l6) pdp. 
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由 这 一 点 我 们 得 到 


A 


R R R 
ar | orar < 2 f KR- r)o(r)irar +2 f \o(r)|r2dr 


A 


R 
< f (Rié"(p)| + 3|6(p)I)p2dp. 


通过 除 以 RRS R> +00 得 到 所 要 求 的 不 等 式 . 由 于 我 们 假设 $ EC 及 对 大 的 7 
HO. 


§3.7 ” 齐 次 波动 方程 的 双 线 性 时 空 估计 


这 一 节 我 们 将 介绍 波动 方程 解 的 双 线 性 时 空 估 计 ， 主要 给 出 使 得 L? 估计 成 立 的 
充 要 条 件 . 这 是 Klainerman 和 Foschi 的 结果 , 有 关 不 等 式 的 证 明 我 们 在 此 就 省 去 了 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参见 原文 [17]. 不 过 我 们 将 给 出 其 必要 性 的 说 明 以 及 可 能 会 比较 有 用 
的 有 关 椭 球 与 双 曲 球 上 积分 的 估计 

考虑 分 别 满足 R” 中 齐 次 波动 方程 


O¢ = 0, Dy = 0, (3.7.1) 


RE t= 0 的 初始 条 件 ， 
人 (0， -) = Go, (0, -) = $1, Y(0, -) = vo, Ow (0, -) = yi (3.7.2) 


的 两 个 解 $ 和 Y. 
我 们 研究 由 初 值 (80,91) 和 (Vo, Y1) 来 描述 的 乘积 pw 的 时 空 正 则 性 . 特别 我 们 
要 寻找 使 得 下 述 不 等 式 


|D? Dt DE (oh) || 2cRitn) (3.7.3) 
< (Dollz + ||D™ gileyli + ID lR) 


成 立 的 全 体 指标 al, az, 80,84, 8- ER 的 集合 . 其 中 DA Dy 是 及 * ARE” 上 的 
DAREK MA AF, MPIC |€| 和 (|7| + El), 7 ERM EER”, 


(D° FYE) = JEI FO), 
(DI FYT, €) = (Irl + JEN F(T, £). 
AT D- 对 应 于 退化 象征 |r|- |€ll, 反映 了 波 算 子 口 的 “ 双 曲 ”特征 ， 
(DE FY(r, £) = |Ir| ~ EIE (r, £). 


4S) all FES SO", SO” GR” 和 ROH 中 的 Fourier BR, 
我 们 的 主要 定理 是 
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定理 3.7.1 & n > 2,0, Y PAA (3.7.1), (3.7.2) 的 解 。 则 (3.7.3) 成 立 当 且 仅 当 
a1, 02, Po, b+, 8- 满足 下 列 条 件 : 


Bo + By +8- = ay taz- H, (3.7.4) 
B- 2-7, (3.7.5) 

bo > AS, (3.7.6) 

wi <B = 1,2, (3.7.7) 

ai +a > 1/2, (3.7.8) 

(8) 4-2) 51,2 (3.7.9) 
(a1 +a, ) Z (1/2, 23). (3.7.10) 


iz 3.7.1 4 n = 3,6 = Y,a = az = 1/2,% = By = p- =0 时 ， 就 是 经 典 的 
Strichartz 不 等 式 


lóllzar=) < DY2dollzaRs) + |DA le). 


注 3.7.2 (3.7.4) 的 必要 性 直接 来 自 于 标尺 度 平衡 的 讨论 . 这 将 我 们 的 参数 限制 到 了 
(a1, 2, Bo, B+, B-) 空间 中 的 四 维 多 边 形 区 域 . 

注 3.7.3 理解 定理 3.7.1 中 条 件 的 结构 最 好 的 方式 是 通过 固定 (3.7.5) 和 (3.7.6) 的 
范围 中 的 O- 和 Bo 的 值 。 对 于 这 些 固定 的 值 , (3.7.7),(3.7.8) 将 (Ql,Q2) 限制 在 以 


n—l n— l1 


Ag = (B+ 2 B- +=) 

一 -2 
A = oo p- 一 ), 
Ay = (Bp Bo) 


为 顶点 的 三 角形 区 域 中 ,如 图 3.3 所 示 。 最 后 , 对 于 (1,02) 固定 ， 我们 通过 标尺 度 
平衡 (3.7.4) 确定 B+. 4 (3.7.5) 成 立时 , 除了 临界 情形 DB_ = 一 号 3， 三 角形 的 边界 
是 允许 的 , 但 在 这 种 极端 情形 , 由 (3.7.9) 和 (3.7.10), 边界 是 完全 被 禁止 的 ， 

注 3.7.4 在 应 用 到 非 线 性 波动 方程 时 最 有 用 的 情形 似乎 是 B_ =0& p =1/2. 这 
与 包含 零 双 线性 形式 的 非 线性 方程 有 联系 。 

特别 地 , n = 3,0. =0 是 临界 的 , 参数 al,as 的 范围 限制 在 三 角形 


—1/2 < a1, @ <l,a,; tag > 1/2 
的 内 部 . 在 6 = 1/2 情形 , 对 应 的 三 角形 的 边 也 被 包含 , 即 


一 上 < Ql;,Qo2 < 3/2,@1 十 Q2 > 1/2. 
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图 3.3 


另外 , n = 2,6- = 0 是 被 排除 的 . 事实 上 ， 我 们 需要 p- > 1/4 > 0. 这 与 经 典 的 
Strichartz 不 等 式 


leler < (Ddoe + IDAR)? 
有 联系 . 这 个 D 范 数 的 估计 是 最 优 的 , 即 它 不 能 用 L, p < 3 来 取代 . BH, 4 


n> 3 时 ,对 的 负 值 的 估计 是 允许 的 . 在 处 理 非 线性 项 含 导数 并 且 不 满足 零 条 件 的 
波动 方程 (如 Ou = Duh 时 是 有 用 的 ， 


3.7.1 ”一 些 记号 与 说 明 


我 们 知道 (3.7.1),(3.7.2) 的 解 能 分 解 为 (+) 和 (一) 两 部 分 : $ = OF + O°, 其 中 


b*(7,€) = 6(r F El) bo (£), 


GE 是 po 和 D-191 的 线性 组 合 , 类 似 的 讨论 可 用 于 V. 这 样 ， 它们 的 积 就 分 解 为 四 
个 部 分 


ph =p Yt +oy to YT +p yy. 
由 对 称 性 ， 仅 要 说 明 (十 十 ) 和 (十 一 ) 情形， 因为 (一 一 ) 可 以 通过 逆 时 变 成 (十 十 )， 而 
(一 十 ) 可 以 通过 交换 Go 与 如 成 为 (十 一 ). 
FFA Fourier 变换 成 为 卷 积 , 我 们 有 


(OWT yr, E) = fse — |n] — IE — nóg (ng (E = n)dn, (3.7.11) 


(TNT, E) ~ / S(r — [nl + 1E — nl) Af (WD (E — nan, (3.7.12) 


这 两 个 积分 看 上 去 相似 , 但 有 不 同 的 性 态 : (3.7.11) 是 在 以 0 和 & 为 焦点 的 旋转 椭 球 
面 
E(7,6) = {n E RY :n+ -=7} (3.7.13) 
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上 的 积分 , 这 是 一 个 紧 流 形 ; (3.7.12) 是 在 以 0 和 & 为 焦点 的 旋转 双 曲 面 
H(r,€) = {n ER” :nl —nl = 7} (3.7.14) 


上 的 积分 , 这 是 具 无 穷 体 积 的 无 界 流 形 . 也 注意 到 (OT UTY 的 支 集 在 区 域 > |€|, 而 
(g+w- 了 的 支 集 在 |7| < |El E. 

注 3.7.5 积分 表达 式 (3.7.11) 和 (3.7.12) 中 的 6 函数 可 以 看 成 是 标准 6 分 布 的 拉 回 ， 
或 等 价 地 支 集 在 超 曲 面 上 的 测度 . HSA Oe) 三 0 定义 的 超 曲面 ,其 中 由 是 一 个 
LB BRB ce SOsuppf 有 Vg(z) 40, oH dS, 记 S 上 的 面积 元 ， 则 我 们 


有 
J KOLCE a= f f(a) 2 <: e (3.7.15) 
作为 (3.7.15) 的 一 个 推论 ， 我 们 有 
5(b(z)) = g(a)6(g(x)4(2)). (3.7.16) 


由 Plancherel 定理 , 主要 的 (3.7.3) 来 自 于 在 频率 空间 中 的 下 面 的 估计 
IE dr + ED lri- IEL OF YENE, llez, < Ilin bo) zz > IIC Ollz2 
这 等 价 于 双 线 性 算 子 
Boa), Bu): DR”) x D?(R") > LR”) 
的 有 界 性 . 其 中 Bu), By) 定义 如 下 


上 7 和 位 一 由) 和 


Brn(f,9(m 0) = f sr = E=) f(ng(€ — nan, 


In| E — nle 
jg > (3.7.17) 
Ba (HTE) = f oer = Il + e =n) SIT fg — njan, 
(3.7.18) 


È 3.7.6 由 于 这 些 是 在 下 述 意义 下 是 正确 的 , 即 当 f>0,9>0%, Boa (f,g) > 0, 
不 失 一 般 性 , 我 们 总 能 假设 了 > 0,9 > 0 是 非 负 画 数 .这 将 会 简化 记号 ,不 必 考 处 绝 对 
fh 

为 构造 反例 , 考虑 下 面 物理 空间 中 的 算 子 Bas 的 表示 是 有 用 的 : 


Bai)(f,9)(t, 7) ~ ff een Ow(y OF (ma(Cjdnde, (3.7.19) 
blt zin C) = tn = |) +2-(n +9), (3.7.20) 

Bo B+ _ B- 
wa qpe) = EEI nl + Iep? (lal lel = +c ora) 


In + 6/7 * + cl = I + IDO 
Ice 


W_(n,¢) = (3.7.22) 
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3.7.2 椭 球 面 与 双 曲 球面 上 的 积分 


这 一 节 我 们 将 收集 一 些 定义 在 (3.7.13), (3.7.14) 中 椭 球 面 和 双 曲 球面 上 的 各 种 
结果 的 几何 性 质 . 

为 处 理 在 椭 球 面 E, E) 上 的 积分 , 我 们 考虑 一 个 参数 化 的 表达 式 
引 理 3.7.1 考虑 定义 在 时 空 区 域 7 > [El 中 的 积分 ， 


I(F)(1,€) = J S(r — In| — JE — nl) F (In, 1E — n)an, 
则 
I(F)(r, £) (3.7.23) 


3 /1 7 r T— n3 
= Da S PERSE ES -PdA -aa 


证 明 由 (3.7.16) 

ôl = inl- E-n = r h tE- nET — In|)? — 1€ = nl?) 

= 27 — |n|)d(7? — |E}? — 2r|n| + 2€ - n). 
对 引入 极 坐标 , p = |nl,w = TV 中 Ma = w- gp M dn = p" 1dSwdp, dS, = 
(1-a) F dSwda .这样 
I(F)(7, €) 
oc 1 3 
= f Per else? ke = 270+ allpa) = pp" — a?) *F dad 


用 6 函数 , Ma 为 , 
ao nay 
条 件 -1 <a < 1 导致 (7 一 jE)/2 < p < (7 + [E))/2, 
T(F)(7,é) 
zrel 
~ T— (一 m 一 2[1 _ T? — |El- 2rp.2 n=3 
7 于 大。 =e P» p)p” *[1 — ( aa "58 ap 
z+lel 
` oe Fy, Dr AEE po ay 


作 变 换 p — z = (2p 一 7)/|&| 得 (3.7.23). 
作为 一 个 证 明 的 副产品 , OR (3.7.24) 的 逆 我 们 得 到 对 7 © E(7, E) 的 极 坐 标 表 示 : 


7? — |El? «(Lot T+ ISl} 
2(7 — Ew) 2 ”2 > 


p= = (3-7.25) 
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引 理 3.7.2 设 a ER,m > 一 1 对 于 入 > 0, 定义 
1 1/d 
HAA = | Ataera =at [4 otras, 
0 0 


则 


AS 4A 一 oo; 
Hm (A) = 4 AmMin+M+LO) BN 0,a+m+14£0; 
| log Al, $5 0,a+m+1=0. 


特别 地 ， 如 果 a <b M4 A 0, HS (A) > H(A), 
命题 3.7.1 设 a,beR,7 > | 绰 . 定义 


© fòr- Inl- lEn) 
18) = f me ne 


我 们 有 下 面 的 渐 近 性 态 : 在 区 域 二 IE, 


I(T, £) = men, 


在 区 域 |E| <T < 2E P, 除 max{a, b} = 2H , 


I(r, £) ~ Tab( — 1)? iz max{a,b "7 } 


i£] 
而 在 max{a, b} = nth 


- D% loa — 


I(r, BEN x mw r 7 minfa, DHZ 


四 DI 


证 明 在 引 理 3.7.1 中 取 F(s, t) = 87t, 我 们 得 到 


I(r, £) ~ JEt? ~ le?) f G F 


分 解 积分 区 域 ,万 ; = Sith EKE -1 <2 <0 E, At=142, 


T T 
— x (— -1 t, ,1 x t; 
Hh 
而 在 0<zxz<1l 上 , 邻 1t=1-zx, 
T T T T 2 
Toy z= x% 1 t,l—a* xt; 
at egg S a a 
我 们 得 到 
I x 2-a—b_ 2 _ |¢l2 2 1 °H,- 2 1 
(rg) = E- AF E — 1) 


(3.7.26) 


(3.7.27) 


(3.7.28) 


+a) (2 -r)a — 2?) "ag, 
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T 、]_ a; T 
nes aed 


四 ae 
为 得 到 结论 我 们 对 入 = H -1 用 引 理 3.7.2. 事实 上 , 当 再 2 时 ,我 们 有 


+( D), 


n-3 , T 


T(r, €) = E|? (7? — |g?) (gq) a+i—b py rr-1-a-b, 


而 当 1< A < 2 时 , 设 max{a,b} = a, 得 


I(T, §) 


2 


EeP? = |g)" HSA) + HAS) 


~ Tl HIA). 
2 


这 样 , 由 引 理 3.7.2 函数 H 的 性 态 由 


一 1 
Qt t a 


的 符号 决定 ， 
对 于 双 曲 球面 HCT, E) 上 的 积分 我 们 证 明 下 述 类 似 的 结论 : 
引 理 3.7.3 ， 如 果 我 们 考虑 在 时 空 区 域 |r| < |El 中 定义 的 积分 


TD = f(r = Il + lE = nF (nl, le = n)an, 
则 
I(F)(r, €) (3.7.29) 
~ (P= [T REEE BE (gto? — 120? 1) "Fae. 
证 明 证 明 的 步骤 与 引 理 3.7.1 一 样 , 我 们 仅 注 意 到 , 除了 我 们 有 限制 T/E] <a <1 


Hp, (3.7.24) KRAZE. 
K (3.7.24) 的 道 我 们 得 到 n € (7, E) 时 的 极 坐 标 表 示 
e-r? ltr 
2(—-r+ é- w) 2 | 


对 Ar, €) 情形 的 命题 3.7.1 的 类 似 物 , 仅 当 我 们 限制 双 曲 的 “椭圆 ? 部 分 的 积 
是 可 能 的 . 更 细致 地 , WR n © XH(7,&) 是 在 [n| << El 的 区 域 中 , 则 在 n 附近 HCT, €) 
的 几何 与 椭 球 面 并 没有 太 大 的 差异 . 
命题 3.7.2 设 a,b ER, |r| < | 上 如。 定义 积分 


co 一 串 十 发 一 9) 
I T, = d . 
m8) he ncn Inl7|é — n|? 7 


我 们 有 下 面 的 渐 近 性 态 : 在 区 域 |r| < |&|/2 F, 


p= |n|= 


I(T, £) = | (3.7.30) 
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而 在 区 域 |/2 <T < |El P, i b= 2E 外 


I(T, £) = Jepma — E a 1-max{b, "3 }. (3.7.31) 
A b= tH n, AMA 

I(r, E) xr 2 (1 — 下) Vogl - Zi; (3.7.32) 
Kise, AEA |E]/2 < =r < |g) P, 除 a = $ 外 ， 

I(r, gE) x alan i—a— bat Tc 1—max{a, not (3.7.33) 
fa = BE at, 

I(7,€) ST e+ gq)? ogl 十 p! (3.7.34) 
证 明 在 引 理 3.7.3 HS F(s, t) = set 

I(r, £) = lee? — 8 ferg pe-p e-na 
#r>0.t=2-1, A 
Z x 1, » 了 一 一 了 
rtabel gter] 


我 们 得 到 
I(r, E) ~ JEPTE 一 r2) FH- 7p): 


用 引 理 3.7.2 得 证 ， 


3.7.3 ”定理 条 件 的 必要 性 分 析 


E = (Ez, ne En) € 可" = (&3, ute En) € R”? (Rn = 20E” 一 Ez, 6" 一 ?). 


下 面 我 们 将 通过 一 些 例 子 来 说 明 定理 3.7.1 中 条 件 的 必要 性 , 这 些 例子 的 基本 思 
想 是 选取 展 ” 中 的 适当 的 集 FAG 取 了 = xr, g= XG 作为 它们 的 特征 函数 , 然后 
将 (3.7.19) 中 给 出 的 Bit B+- 限制 到 使 得 指数 部 分 本 质 上 为 常数 的 最 大 的 (t, 7) 的 


REF. 


例 3.7.1 ((3.7.5) 的 必要 性 ) 取 户 g 集中 在 沿 同一 方向 同一 频率 范围 ,我 们 通过 检验 


By, 的 有 界 性 来 验证 (3.7.3), 我 们 考虑 函数 B= BUT)(XF,XG)， 其 中 


F={n:L<m <2L,1 <m <2,|n"| < 1}, 
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和 
G={O:L <Q <2L,-2<@<-1,|C"| <1}. 


ME NER CEG ROR HM CZAMRA, 则 我 们 有 


In| = (Cl © In + ¢| = [nl + [Cl] Lex Lt, 


Inlld| 2 -1 
In| + |¢l-In+¢| = ex, 
In| + Ic] 
In’ |? 一 1 上 一 1 
n =m = & LY, lo) -d & al, 
nl il <| cI 


m+ =L, +S. 
从 (3.7.19) 我 们 有 


Bia) = | f eese=nsiwr, (canac. 
FJG 


那么 由 (3.7.21) 给 出 的 权 Wy 的 阶 是 


Bo TB+ 7,-8- _ 
MN L a = [,P0t8+—8--a1~aq 一 L728-- 8 
Hf 42.49 8) K (3.7.20) 写成 


$+ = t(n +i htr: (+e) 
= t(l- m + ISl- ea) + (¢+a1)(m4+G)+2'- a He’) 
tO(L~') + (t + z1)O(L) + x'O(1). 


这 样 , 我 们 可 以 在 及 1t" pR R, 由 条 件 
lt] $ L, lt + z| SL, |2"|S1, 


定义 , RHA EF, EGRA (t,x) € RH |4| < 7/3, 由 于 这 对 |ei9+ —1] < 1/2 
和 R(t) > 1/2, 我 们 可 以 忽略 振荡 因子 .这样 , 我们 有 , 当 (tc) R 时 ， 


\B(t,2)| > R(B(t,2)) > 1/2 上 人 [ Wi (mC)andc > L-26--"F"|F|IG|, 


因此 ， 


|B 一 — 2=l 一 — Rol 
= | >L 26-- IF P/?|G]/?| RA/2 =L 22-- 4 +1 


xal ~ 
Loo, 我 们 得 到 所 要 求 的 (3.7.5). 


—1 
-26 -+1 <0. 
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例 3.7.2 ((3.7.7) 的 必要 性 ) 我 们 仍然 考察 (十 十 ) 情形 ,但 这 时 使 其 中 的 一 个 沿 一 个 
方向 ， 而 另 一 个 保持 不 动 。 我 们 考虑 B= Bu) (XF Xe); 其 中 F 和 G 的 定义 如 下 : 


F={n:L<m <2L,1<m <2, "| <1}, 


G={E:1<G@ <2, —2 < < —1, |¢"| < 1}. 
REF CEG ORN CZAMMRA, MAINA 


In| = In+¢] = Inf + |e) = L, |¢] = 1,61, 


pein M ge 
Ww p- Io"? 
一 71 & xL — 7% z% 


m+ = L, |n +¢| $1. 
则 权 Wa 的 阶 是 L0+8+—on 二 peb- 
p+ = tiin +I +r: (n+) 

= (m-mel te) 

= tO(1)+ (t+ 2,)O(L) 4+ 2’O(1). 
我 们 可 以 在 RIT? 中 选取 一 个 区 域 R, 由 

tIS 1, t+] SL, |e <1, 
定义 , 在 这 上 面 , 我 们 可 以 使 振荡 因子 ett 接近 于 1, 这 样 
|B(t,x)| > L9-8--"F" | FIG], (t,x) € R. 


因此 ， 
BI > Loe- | p22] RU we Le 人 时 
lxrllllxall 


A Low, 我 们 发 现 必 要 条 件 


n—1 
a2 — B_ — 5 <0. 
类 似 地 , 交换 F 和 G 的 角色 , 我 们 得 
n—-1 
ai- 8- -— 5 <0. 


因此 , 得 到 必要 条 件 (3.7.7), 
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例 3.7.3 (对 于 > 的 条 件 (3.7.6)) 继续 考察 (44+) 情形 , 这 时 考虑 相对 支 集 的 干扰 。 
我 们 考虑 函数 B= Buplxr xa) 其 中 F 和 G 分 别 是 中 心 在 2 = (L,1,0),¢ = 
(—L,1,0) 半径 为 1/4 aoa, 

BNVEF, CEG, 我们 有 


In| & [Cl © [nf + Ie] L, In + ¢| © 1, 
Inj + l¢l|—In+¢| L, 
In| — |n*| <1, = <1. 


则 权 W 的 阶 为 L&++8--o1-a2 一 L-0- F, 
RMM BRP tA TRE N A CHA. 


b+ — t(n] + |") 


t(In| — In| +I- I+: (7 +6) 
= tO(1)+20(1). 


选取 RU" Pa RRR: 二 所 1)z| 筷 1. 使 得 在 其 上 振荡 因子 ctr UHC) 接近 
于 1 , 这样 我 们 有 
|B(t,x)| > L- F | FGI, (t,2) € R, 
|B Il > L-2- T | FY}/2|G|/2| Rp? x LB- F. 
|xallllxall ~ 
A 上 一 00 得 条 件 


n—-1l 
一 如 一 2 < 0, 


这 是 (3.7.6) 的 最 佳 方式 。 
例 3.7.4 ((3.7.8) 的 必要 性 ) 这 时 我 们 考察 资料 集中 在 相对 方向 的 (十 一 ) 情形 。 A 
函数 B= B44_)(XF,XG), 其 中 F 和 G 分 别 是 中 心 (L,1,0) 和 (—L,1,0), 半径 为 
1/4 的 球 ， 

BRNEF CEG OAD 和 一 C 之 间 的 交角 , 则 我 们 有 


miS l= L, n+ le 1, 8 E, 
m+ cl- linl- I= ae x1, 
m ae 
In| IC | 
m+& S1, 7 +l S1. 
由 (3.7.22) 给 出 的 权 W_ 的 阶 是 LoT, ABE BREW 


pe 


In| — mm & TL ,+d x LT, 


Il 


t(n- IC) +z: (nte) 
t(n- m — Il- G1) + Erm +01) + 2": (7 e’) 
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= tO(L7')+(t+2)O(1) + 2’O(1). 


ARI" 中 选取 R:|t] SL \t+ai| <1, lz") <1. 
在 只 上 我 们 能 控制 位 相 o. 这样 


|B(t,2)| Z L7*-%]F|]G], (t,£) € R, 


|| B]| > Lon a2) pit/2)Gyl/2| R} = Lot /2- 
IIxellllxell 


当 上 一 00 时 得 必要 条 件 (3.7.8)， 
—ay 一 az 十 1/2 < 0. 


例 3.7.5 ((3.7.9) 的 必要 性 ) 设 


ay = H, a = bo + 84,8. 一 (3.7.35) 
考虑 B= B+ (f,9), 
f(é) = eae g(€) = xn(8), 


E 是 椭 球 E(1 + 2e*,(1,0,--- ,0)) 的 内 部 , 借助 命题 3.7.1 我 们 计算 上 和 g 的 范 数 ， 
利用 a= 2H, b = 0 时 的 (3.7.28), 得 


dn 1+2? far- In| 10 0) = nl) 
[> = f /2 mal ddr 
E |n| ? 


1+2e? n3 
f (T —=1) 3 |log(r — lldr = e” “| log el; 
1 


[2 


用 a 一 b 一 0 #4 (3.7.27) 得 


Ja” 
E 


1+2e2 
f fa (7 —|n| - | o- n\)dndr (3.7.36) 


2 


1426? n3 
J (7-1) 7 dree™l, (3.7.37) 
1 


这 样 , 我 们 得 到 
lgl = e's, IfI] S eF | loge}. 


’ 是 椭 球 E(1 + e7,(1,0,--- ,0)) 的 内 部 ， 考虑 区 域 


N 


D = {(7,£) : E € BY |E] > 2,5 <7- |E] < eê}. 
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对 于 每 个 (7,€) ED 我 们 有 E(T,E) CE. 事实 上 ,如 果 NE E(T,O, 则 


(r — 1E) + (11 + 1(1,0,.… ,0) — €1) 
Ee 4+ (1 +67) = 14 2e?. 


A 


因此 , 4 (7,6) E€ DH, A él 7&1. 


B(T, £) = rt (r — or iogan, " 


现 我 们 对 于 a 二 "> b= Go + Gy 用 命题 9.7.1, 发 现 对 于 (T, EDA 
7 
Il Ig 
通过 类 似 于 (3.7.36) 的 计算 , 得 DD 的 测度 是 ee?! 阶 的 ， 因 此 


B(r,€) = (= 1) |log( — 1)| we" |logel. 


n+l 


IB| ~ _e°F |logele"= 


~ n— n- = [log e|". 
IAHI ~ ee | log e]1/2 
当 E 一 0 时 无 界 . 
例 3.7.6 ((3.7.10) 的 必要 性 ). 设 
n—1 n—3 
al 十 ao = 1/2, B+ht = = 4 (3.7.38) 


R B(r,€) = Bo (FN ES = 9 = Why Xk， 其 中 ,对 于 每 个 整数 k, Xp 
是 中 心 在 (k,1,0,.… ,0) 半径 为 1/4 OR By 的 特征 函数 .我 们 有 [fl] = jlgj ~ 
NY/2, Ba (Xr, Xj) 的 支 集 包含 在 中 心 为 (k + j,2,0, ,0), 半径 为 1/2 HRY, 
在 这 样 的 不 相交 的 球 上 求 和 , 由 正 交 性 , 我们 有 


BI? = 5 Ilj, k, m), I(j,k,m) = (Boy -)( Xk: Xm—k)s Boy) (Xm4j, X-5)), 
jkm 


(3.7.39) 
其 中 求 和 指标 满足 条 件 


-N<k,k—mj,jtm<N. (3.7.40) 


在 (3.7.39) 中 每 一 项 是 正 的 ， 因 此 如 果 我 们 进一步 限制 到 (3.7.40) 的 一 个 子 集 ， 得 到 
一 个 下 界 ， 
让 我 们 国定 (j,k,m) 来 考察 了 (7 87m)， 从 Ba ) 的 定义 知 I(j,k,m) = 


J J J 5(Inl + I¢| — IE — nl — |E — ¢l)d€andc 
eveBt «(El > (El — [nl — IE- nll) nere — neee — jeee 


ECEB mti 
EB 
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如 果 我 们 要 求 1< 2m <9 <k, 则 我 们 有 下 面 的 估计 ， 
In| =E= nl ~ k, 1E = Cl IC] = j, IE = m, [El — lnl- 1E- nll & m~ 
设 Bek 是 中 心 在 (k,1,0, ,0), 半径 为 E OR, 其 中 < 是 待定 的 正常 数 ，B% 是 中 
SË (m,2,0,.… ,0), 半径 为 1/8 的 球 . Re < 1/8, 则 
7 © Bek, CE Be j, € € Bh, => N E Bp, E- N € Bm-k, E — C E Bj, C E B-j, 


我 们 得 到 下 界 


nm 2 mm | Jese ölni + I¢l — i 


seus? 


利用 (3.7.15)， 在 我 们 的 情形 , oE) = nl +I- l-n- E-i <0. 定义 曲面 
En, O 为 焦点 在 刀 7 和 (包含 原点 的 精 球 ， 我 们 有 
E-n E-¢ 
leon E si 
E-N 1/2 
1 
GEE = ral 
— nft — €2 fal ag & A 


IVe(g)| = | 


le 


£ 
lil 
j ko j 


由 (3.7.15) 得 


jue 
I(j,k,m) II Ca dS¢)dndc. 
ni Be pX Be; JEMONBK ‘ 


利用 下 面 的 引 理 , ATED R © 和 A, 对 大 的 值 N, 我 们 有 


[IB (fo > > TCGj,k,m) 


(J,KEM)ETN,A 


y jue 3 -1/2 > mo! 


1/A<j<N/4 N/2<k<N 1<m<X 
NN? > 9 log(y) 

LA<JSN/4 
N? log N. 


V 


IV 


IV 


IV 


这 说 明 
IBF 9) Il 
| fllllgll 


当 N > co 时 , 对 于 (3.7.38) 中 的 选取 估计 无 界 ， 


之 (log N)172. 


-140- 非 线 性 波动 方程 


引 理 3.7.4 可 以 选取 s, 入 E (0,1/2] 以 及 一 个 与 N 无 关 的 常数 C > 0, 使 得 如 果 
(j, k, m) E JNA; 


Jna = {Rm :1/A < j < N/4, N/2 <k <N, 1<m<Aj} (3.7.41) 


XA NE Bek € Bej, 则 椭 球 EMO) 5 Bt, 的 交集 的 面积 大 于 O: 


inf G,k.mjesy a f dsg >C > 0. 
nE Bek Eln £)NB 
CEBe,) 


证 明 iz (jkm) E€ Uni n © Bek C € Beje 为 证 引 理 , 只 要 说 明 , 对 于 e 和 入 充 
分 小 , MBER EN, C) 与 中 心 在 (m, 2,0,-+- ,0), 半径 为 1/6 的 球 相交 ， 

首先 , 证 明 7 = (k,1,0,--- ,0),C = (-7,1,0,--- ,0) 时 的 情形 , 由 于 1 < 2m < 
了 < k, A (m, 2,0,--- ,0) E Eo = Eln, C). 在 点 (0, 2,0,--- ,0) 切 于 Eo 的 平面 与 
& 方面 有 一 个 角度 a x 1/3, 因此, 对 某 个 正常 数 入 如 果 m/j <A, 它 与 中 心 在 
(m,2,0,--- ,0) 半径 为 1/32 的 球 相 交 . 这 样 , B* 也 包含 在 Eo 外面 的 点 ,这 必 与 Ep 
相交 . 

然后 ,说明 = (k,1,0,--- 0) +O(e) MC = (-9,1,0,--- ,0)+O(e) 的 情形 , Ep 
的 每 个 点 离 E(N, C) 的 距离 至 多 是 s 阶 的 , 我 们 能 选取 e 充分 小 , 使 得 它 比 1/32 小 . 
例 3.7.7 ((3.7.6) 中 的 等 式 情 形 (3.7.3) RAS). R 


?二 
Po = —~—3—~, 84 + b- = a1 +a. 


设 B(r,€) = Bua (XF, XG) (7, E), AP Ff Gah 
F ={n:|m—1|<e?,|n'| < e}, 


G = {C: |G + 1| < 22°, |C] < 22}. 


ntl 


其 中 < 是 一 个 小 的 正和 参数 ,我 们 有 xF = |F = e” 
Att ne FE-n eG f ne& E(t, €) 意味 着 


+1 


Ixell = |G? we, 


In] = |€—nl =r x7 TL, Se, 


特别 我 们 有 
BOSE fdr = In) lan 


é-neEG 


Bhi% 


(= 
2 


D = {(1,€): é| << £, JE] << €, |r — 2| << £°}. 
wR (TE) E D NEET ENF, MOC =E-NEG, ŽARA 


Ion +1] < lé] +] —m +1] < 2e’, 16") < JE] + In| < 2e. 
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因此 当 (7,6)6 DH, 我 们 有 


B(T, £) 


2 


aimee f Sr nl ~ E= nban 


-rz dS, 
I Jox IVin(lnl +E- nD 


l) 


注意 到 


《一 7 


一 一 一 | anpi -n NÁ al. 


n) = |} — 
IVin(lal + |£ — n))| lin 


JET, EOF] we"), BRL, AH (7, €) € Dn E€ El7, €) 和 || << e BRE NE F, 
由 于 我 们 有 


In| —m << è, |E- nl- m << e, ||n| +E- nl- 2] << E? 


=> |2(m — 1)| <<’. 


对 于 (7,6) E D, 我 们 有 
B(T, £) Z ee", 


meze ze f Sye ES ayers 


由 5 3.7.2, 
f dé’ 7 三 yey -f tn 一 2dt 
[e"|<<e (二 SP Ig (+é)! 7 0 (t+ 8)! 
= MČ} x [log]. 


因此 ， 如 果 = 小 , 我 们 有 


2 
n= E g n 
IBI? zee Mogas = clog 


BIL, et og e|2 1 
rr = |logel?. 
IIe iiIlxell E 2 € 2 


当 e 一 0 时 发 散 . 
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§3.8 i Sobolev 空间 及 其 估计 


注意 到 齐 次 波动 方程 解 的 时 空 Fourier 变换 ù HERA {(7,€) : T? — |E = OF. 
如 果 我 们 将 解 关 于 时 间作 局 部 化 nm(t)ju， 由 不 确定 性 原理 , 其 时 空 Fourier 变换 nu 集 
中 在 区 域 {(7,€) : 7? = JEP + O(1)}. 如 果 对 方程 作 非 线性 扰动 ， 初 看 起 来 似乎 非 线 
性 使 得 oak nu 的 支 集 发 生 了 扭曲 , 或 会 有 离开 欠 面 7? 一 |? = 0 的 部 分 出 现 . 然而 
如 果 我 们 仅 在 短 时 间 内 考查 , 对 许多 的 非 线 性 方程 的 解 来 说 , nu 仍然 集中 在 其 特征 狼 
面 附 近 , 这 就 是 算 子 口 的 色散 性 效果 所 起 的 作用 . 这 一 节 我 们 将 以 这 种 角度 来 作出 分 
T, 引入 波 Sobolev 空间 Heb, 这 样 的 空间 也 可 以 认为 是 二 次 微 局 部 Sobolev 空间 . 
在 第 一 章 中 , 我 们 曾 提 到 过 这 样 的 空间 对 色散 和 波动 方程 所 处 的 地 位 与 Sobolev 空间 
对 椭圆 型 方程 所 处 的 地 位 是 一 样 的 .s 和 Ob 分 别 度量 解 的 “椭圆 ”和 “色散 ”正则 性 
我 们 希望 这 样 的 空间 能 完全 捕捉 D Alembert 算 子 的 正则 性 效果 ， 

设 s,b ER, 定义 H? = {ue S!:lullyes < oo}, 其 中 


balhe = f f rl EN” fasar, (3.8.1) 


显然 , 这 个 空间 的 范 数 关于 时 空 的 平移 是 不 变 的 . CANT ERER: 
1. 对 于 s € R, b > 1/2, T > 0, H? WL GES RAZ C((0, T]; H4(R")). 
事实 上 ,只 要 注意 到 
1 /+% 
a(t, E) = z) et ùlr,£)dr 
XF b > 1/2, 应 用 Cauchy 不 等 式 我 们 可 得 
(2latb 2 <C [© 25 (7| — Jel)? lül, €) Par 


成 立 , 然后 对 积分 即 可 ， 
2. 对 于 任何 bg € S(R), u € He, 则 duc A, 即 关于 时 间 的 局 部 化 是 HS? 
上 的 一 个 有 界 算 子 . 更 进一步 我 们 还 有 : 


O(t/A)ull ase < Cllull ase, (3.8.2) 


其 中 C > 0 是 与 入 > 1,8,6 无 关 的 常数 . 
事实 上 , + alt) = 9(t/ 入 ), WW alr) = A9(T 入 ). 注意 到 


i ee ee et 


rl = Ehe < (r = mln] JEN. 
再 注意 到 . 
Dult, E) =C / b(t — nan, £an, 
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我 们 有 
Joule = CHOI- EN f7 At- a Danz, 
< 1 -aó (nl ENa Danz, 
< MBs. 


而 如 果 入 过 1 并 且 N 一 |6| > 1, RNA 
KOPSA < [inaa ar < fiar <1. 


3. 原则 上 , 对 于 具 AS 初 值 的 齐 次 波 方程 解 成 立 的 线性 或 多 线性 时 空 估计 ,对 应 
于 波 Sobolev 空间 H? 也 有 类 似 的 估计 . 例如 ， 对 于 适当 的 q, >，s， 我 们 有 如 下 的 
Strichartz 估计 

let? f(z) re < lf larg, (3.8.3) 


于 是 如 果 65 > 1/2, 则 对 于 同样 的 9, r,s, 我 们 有 相应 的 估计 成 并 
lullzgzs < Nelle- (3.8.4) 
注意 到 对 于 任何 u c HS, 我 们 可 以 将 其 分 解 为 4 二 wi +u, 其 中 
supptz(7,€) C {+7 > 0}. 
对 于 这 样 的 分 解 , 我 们 有 
lulas = [alle + llu- |lzrse- 


由 对 称 性 , 我 们 仅 需 对 于 uy 来 证 明 佑 计 (3.8.4). 
注意 到 a(r 十 |,6) = e#Du(r, £), 我们 有 


jusle = KE) (7 — IEN a(r line, = MET) + (EL, lea 


如 果 我 们 令 
FO.) = Fe! (APEA + IELE), 
则 可 以 得 到 
u(t, £) = a | AEPA nd (3.8.5) 
并 且 


us llag» = | fr2 gs: 


于 是 如 果 b> 1/2, 对 (3.8.5) 应 用 估计 (3.8.3), 我 们 就 可 以 得 到 


urers < Ifl; < lul ys- 
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考虑 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 问题 


enn 


3.8.6 
u(0, £) = uo, ,u(0, £) = uy. (3.8.6) 


我 们 知道 其 经 典 解 的 能 量 估 计 为 lult, Alas < C(lluollas + luilla), 其 中 0<t< 
To, C > 0. 由 此 我 们 就 可 以 证 明 对 于 (uo, u1) E€ H? x A, s € R, To > 0, 存在 解 
u € C([0, To]; H°). 我 们 要 证 明 通 过 适当 地 局 部 化 , 这 样 的 解 属于 H., 

定理 3.8.1 设 s,0 €R, d(t) € S, 如 果 (uo, u1) € H? x Ho}, 则 对 于 方程 (3.8.6) 
的 解 u 有 如 下 不 等 式 


loD ult, Dlia + oC) ort, 2) < lluollas + jualin. (3-8-7) 
证 明 由 线性 方程 解 的 表达 式 
u = cos(tD)uo + D7! sin(tD)u1, 
我 们 仅 需 证 明 如 下 两 个 估计 
o(je*"? Fall nes < fla (3.8.8) 
JOD! sin(tD) f(x) |] ys < Flyg (3.8.9) 
对 于 估计 (3.8.8), 注意 到 
FED FE), E) = CR FEDRE, 
并 且 ||| — (Ell < |7 一 16, 这 样 , 由 9 的 速 降 性 ， 
loet f(s = CES (rl = ENEE + EF Ola, < Ilaz 


现在 我 们 来 看 合计 (3.8.9), 当 suppf C {EJE > 1} 时 , 该 估计 归结 为 (3.8.8). 现在 
我 们 假设 suppf C {EIE < 1}, F 


fail 


IOD sinD) fæ) ~ AOD sin(tD) (2) || yo 
< MEOT siai FO) an 
< Nfl flag 

对 于 非 齐 次 情形 
uy — Au= F, 


u(0, £) = (0,2) = 0, (3.8.10) 


Hh Fe HOI, suppiF C [-1,1], s € R, b > 1/2. 我 们 有 如 下 性 质 
定理 3.8.2 i s €R, b> 1/2, d(t) ECP(R), MAMA (3.8.10), 我 们 有 


lotul, Thies + oO lt, £) gs- < ||Flys-10-1. (3.8.11) 
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证 明 首先 我 们 断言 


t a 
lelt) J cD Parl gen < EN. (3.8.12) 


> 


t 
u(t, z) = J D`’ sin((t — r)D)F(r)dr, w = v — u, 
于 是 由 (3.8.12), 我 们 有 


lov (Oe < (D0vl gore < Flle, 


并 且 Ov = F, 当 suppf C {Elle > 1} 时 , 由 (3.8.12), 


levla SDF ll goo SF, 


而 当 suppf C {EE < 1} 时 , 注意 到 由 F 的 支 集 性 质 ， v(—2) = 0, 


t A 
Oela < Hote) f E sile- EÊ arlan 
b+1 


< 5 le (bu 人 bz。 + ||O(t)Ov(t)|| x0. 


k=0 
COATES ONGO 
| Fl] yo < Fla, 


所 以 估计 (3.8.11) 对 于 v 成 立 . 对 于 w, 注意 到 其 满足 方程 Dw = 0 并 以 (0(0), v(0)) € 
Ae x He" 为 初 值 , 于 是 由 定理 3.8.1 我 们 知道 估计 (3.8.11) 对 于 w 成 立 . 由 此 我 们 
将 不 等 式 的 证 明 归 结 到 了 断言 (3.8.11) 的 证 明 . 
现在 我 们 来 证 明 该 断言 . 不 失 一 般 性 , 我 们 不 妨 假设 s = 1. 令 
t 
G(t,2) = J ellt—)D F(r)dr. 


对 于 G, 注意 到 G(-2,2) = 0, 取 一 个 在 [-3,3] 上 取 值 为 1 HR A HB RV, 
我 们 有 


PEGE) = ott) f el F(r)dr 


alt) | wt —r)lp,(t— rjét-D F(r)dr := b(t) B(t, x) 


由 (3.8.2), 我 们 只 需 证 明 如 下 断言 


|B ll qo < ||F'i|qoo-1. (3.8.13) 
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注意 到 B(t,z) = (VOIR, (Qe) x F, RTA 
B(r,8) = F (Vlas Ee) (ËC, 8), 
而 由 分 部 积分 , 我 们 知道 
F (Ptr, et!) (7) < (r = fel) < (Irl = ley 


由 此 , 断言 (3.8.13) 得 证 , 定理 证 毕 . 


第 四 章 ” 非 线 性 波动 方程 局 部 解 


本 章 我 们 主要 讨论 非 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 关 于 时 间 的 局 部 适 定性 问 
题 . 先 讨论 基于 L BW Sobolev 空间 框架 的 局 部 适 定性 ， 然 后 讨论 基于 可 微 函数 空间 
的 局 部 理论 ， 最 后 我 们 说 明 当 非 线性 项 满足 结构 性 条 件 ， 即 零 条 件 时 ， 局 部 适 定 性 理 
论 的 正则 性 要 求 可 以 降低 . 对 于 局 部 存在 性 ， 对 初 值 的 正则 性 要 求 可 以 比较 弱 ， 如 果 
我 们 要 将 局 部 解 延 拓 至 更 大 的 时 间 区 间或 整体 解 ， 对 初 值 的 正则 性 以 及 非 线性 项 的 增 
长 性 和 结构 的 要 求 就 会 更 高 . 讨论 非 线性 问题 的 局 部 存在 性 的 一 个 基本 方法 是 我 们 在 
第 一 章 中 所 介绍 的 Banach 空间 中 的 压缩 映照 不 动 点 原理 ， 


84.1 WES MW THA Fe AY ee Be g 


我 们 考虑 R 中 形 如 
Du = F(t, x, Jiu), u(0, £) = uo, ®u(0,2) = ui (4.1.1) 
的 一 般 形 式 的 波动 方程 ， 其 中 Ji (u) = (u, Ou), Ou = (Ou, Oru), F(t, x,0) = 0, 对 于 


WE (4.1.1), 从 第 三 章 的 能 量 不 等 式 , u(t) = u(0) + fo Qu(r)dr, 以 及 (1 一 Az)-s/2 
与 A O 的 可 换 性 , 我 们 立刻 有 在 时 刻 t 关于 初 值 及 非 线性 项 F 的 高 阶 估计 


ma 人 bas < (1+t) (CUT +/ Fr, Trulear ) . (4.1.2) 


从 (4.1.2) 我 们 可 以 看 出 ， 如 果 能 用 ||Ju(t) las 来 控制 |E,- ulr) la, 我 们 就 
能 用 众所周知 的 Gronwall 不 等 式 得 到 uH lla: 的 界 , 这 里 的 Sobolev 空间 H: 均 
指 整 数 阶 的 . 而 这 样 的 控制 正 是 第 二 章 中 的 Moser 估计 ， 
为 建立 局 部 适 定性 理论 , 我 们 先 引 入 一 些 概 念 。 
定义 4.1.1 我 们 称 Cauchy 问题 (4.1.1) 在 Hs 中 是 适 定 的 , 如果 对 所 有 给 定 的 K > 
0, 存在 下 > 0 使 得 对 所 有 满足 |uollas + luilla- < K 的 初 值 ，(4.1.1) 存在 唯一 
的 解 
u € C?([0, T]; H°) AC ({0, T]; Hs!), 


且 解 对 初 值 满足 连续 依赖 性 。 

注意 到 存在 时 间 了 依赖 于 初 值 的 He x He? 范 数 的 大 小 五 , 并 不 依赖 于 初 值 本 
身 . 所 以 这 样 的 解 可 以 延 拓 至 一 个 最 大 存在 时 间 7*。 从 下 面 的 定理 可 以 看 出 解 保持 初 
值 的 正则 性 直到 破裂 发 生 . 
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定理 4.1.1 设 方程 (4.1.1) 中 的 F(t,xz, Ju) € Cce(RI+2 x Rx Rit) ,对 所 有 的 
a € N43, JØ F(t, p)llr= < o0. RI Cauchy 问题 (41.1) 在 HH PRERE, 
其 中 s > In/2] 十 1. 解 的 破裂 时 间 TH = TW a+42 = sup{T : ||Jiu(t)I|z~ < 0,0 < 
t<T}. 此 外 ,以 在 最 大 存在 区 间 [0, Ti} 42) 上 是 唯一 的 。 
证 明 设 £ 是 一 个 映 给 定 函 数 到 非 齐 次 Cauchy 问题 解 的 非 线性 解 算 子 ， 它 由 线 
性 波动 方程 

Olu = F(t, 2, hu), Ji Lu(0) = (uo, u1, Vuo) 
定义 . 显然 , L 的 不 动 点 即 是 问题 的 解 . 

我 们 用 压缩 映照 原理 证 明 不 动 点 的 存在 性 . 注意 到 非 线 性 项 F(t, x, Jiu) 的 特点 ， 

我 们 希望 能 在 上 .iul|Lx < M 的 前 提 下 通过 Moser 型 估计 及 不 等 式 (4.1.2) 能 控制 
iLult)lgs 以 及 关于 时 间 的 增长 . 所 以 我 们 的 Banach 空间 应 该 满足 如 下 的 要 求 ， 
即 

B,(T)={ueD': sup murillrs < oo}. 

0<r<T 


SI: 能 选取 与 初 值 的 Het! x Hs 的 大 小 K 有 关 的 RA T, 使 得 L 上 映 半 径 为 R 
的 球 BR C Bs(T) 到 自身 . 事实 上 , 可 取 R=4K,T = (4C) 1). MOS t<T <1, 
由 LN1u(0) = 1u(0) 以 及 Moser 不 等 式 , 我 们 有 


|| 41 Lu(t) || a 
< acuOlae +2 | IP urar 
< 2| ALu(O}llae +2 | C 5 |O° F(t, -, hullo llul) gs dr 
1<|al<s 
< aloe +2 sup [ul Dle f CSD OF, u(r) lsdr. 


1<jal<s 
由 Sobolev 不 等 式 和 Bs 的 定义 知 ||Jiullao 关于 时 间 是 一 致 有 界 的 。 再 由 定理 关于 
OOF 的 假设 条 件 , 我 们 可 令 一 新 的 常数 C = C > 1<lal<s (682 FF)(7T, mau(r))zee。 这 
FF t 
(Lul llas < 2\|,£Lu(0)||zs +2 sup heol f Cdr. 
0<r<t 0 


注意 到 C 仅 依赖 于 K 和 F, 取 R = 4K, T = (4C)-! 使 得 对 所 有 的 t < T, 
h Cdr <4, 这 样 我 们 得 到 了 supo<r<r| miCu(rjllzrs < R, B C 是 到 自身 的 映射 . 
下 面 我 们 说 明 压缩 性 . 由 Taylor 展开 , 对 于 s > [中 十 2, 我 们 有 


A 


T 
\|Lu—Lu|lp, < 2f [E E, Jiu(t)) — F(t, -, v(t)) as dt 


IA 


2f 104 (t,-, Jiu(t), Jv(t))(Jiu(t) — Jv(t))) |zdt 
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lA 


T 
cf A(t, -, Ault), Kella Tutt) — Jrv(t)|| godt 
0 


IA 


T 

cf lult) — Jolt)llsdt 
0 

CT lu — vlln,. 


A 


其 中 的 4 是 其 变量 的 光滑 函数 . 易 知 4 的 Hs 范 数 在 初 值 K 球 上 是 一 致 有 界 的 . 选 
M T = C710 <A <1, BS) CE Bro Bs(T) 上 的 一 个 压缩 映照 。 

设 0< 了 < Th yyy, 考虑 [0,7] 上 的 一 个 解 满足 ult) yna < 00. 由 
Sobolev 不 等 式 有 iult) 上 Lx < M. 这 样 我 们 能 用 连续 性 的 讨论 以 及 Gronwall 不 
等 式 得 |Tiu(t) les 在 (0,7) 上 仍然 有 界 . 由 于 下 是 任意 的 , 我 人 有 Thi > Th japo 
相反 的 估计 来 自 于 定义 。 

u,v 是 两 个 解 ,注意 到 


Ji (u — v) (mar 
< (wv — v) (O)| pina 


t 
+c | A(t, Jul), Tv TN anas Ai (u = 0) (7) [Ligier 


由 Gronwall 不 等 式 得 解 关 于 初 值 的 连续 依赖 性 以 及 解 的 唯一 性 . 

推论 4.1.1 设 F e Coco( 虹 11) 满足 |O°F(t,-,u)||r0 < 00. 对 于 这 样 的 下 的 
Cauchy 问题 (4.1.1) 在 及 s,s > n/2, 中 是 适 定 的 。 解 的 破裂 时 间 T* = sup{T > 0: 
(区 ze < œ%,0 <t <T}. 


证 明 注意 到 
lut)llas < hullas- 
< (1+t) (zc Vers + [i EF (7,-,u(r)) ll yo iar) 
< (1+?) (st i+ [ C 5 IF ul) lul Masar) 
l<a<s—1 
< (1+t) (mo 1+ [ c 5 arr cates inet. 


l<a<s—l 


注意 到 我 们 能 继续 讨论 的 条 件 是 lult, Ilo AAR, 我 们 只 要 ulas < 关于 上 
的 一 致 有 界 性 即 可 得 我 们 的 结论 . 
注 4.1.1 设 F = u, 对 于 以 Ju(0) = (uo, ui, Vuo) E€ HHR!) 为 初 值 的 RIH 
中 的 Cauchy 问题 (4.1.1), T¥ = sup{T >0: fr \ju(7)||Z0dT < oo}, 

事实 上 ， 由 推论 1.1.1 我 们 得 局 部 存在 性 以 及 TF = sup{T > 0, |lu(t)||z 
co;,0 <t < Th. 这样 只 要 说 明 fe lu(T)|Z0dT < co 意味 着 | < oo. 
Sobolev 不 等 式 ， 我们 有 | 人 的 ze < CAVU. 而 Vu 是 方程 O(Vu) 


| BA 
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—5(Vu)ut 的 解 . 因此， 由 能 量 不 等 式 、Sobolev 不 等 式 以 及 Holder 不 等 式 得 


AYU) < c (11Vu(0) lye + [ |Vu(r u(r) 2dr) 


IA 


C (LA Ie + [ sunset 
< C (nv + f [Vuln rlut Isar); 


为 用 Gronwall 不 等 式 我 们 要 说 明 ||u(T)|Le 是 一 致 有 界 的 . 注意 到 


3 
0 = 60,u(Ou + us) = B(3(9u(r)) + u®) — 6 X- Bi(Btu6ih， 


i=l 
在 [0,7] x R? 上 积分 上 式 得 
3||ðu(0) z2 + luO) = 3llðu(r) lze + lur). 


由 此 我 们 可 得 所 要 的 ulr) GR. 

注 4.1.2 在 推论 4.1.1 的 证 明 中 ，, 我 们 发 现 : 当 我 们 用 | 的 | ms 估计 lull- 时 有 
一 阶 导 数 的 亏损 。 从 下 面 的 推论 可 以 看 到 : 如 果 选 取 合 适 的 非 线 性 项 ,， 这样 的 亏损 可 
以 避免 。 

推论 4.1.2 对 于 F = udu, Cauchy 问题 (4.1.1) A H®,s > n/2 PER. sesh 
T* =sup{T >0:hu WL» < 00,0 <t<T}, 

证 明 由 高 阶 能 量 不 等 式 


lulle < hula- < (140) CO +f u(r) u(r) aoar ) | 


不 等 式 右边 的 项 ||u(r)6u(z)| 包含 所 有 低 阶 导数 项 6m-1(u(r)6ujllra,mm < s, 这 些 
项 可 以 由 形 如 3u) ulr) 的 项 的 线性 组 合 得 到 , a,B EN”, lal + |B] =m. 
由 Holder 不 等 式 和 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 , 对 于 m< s 我 们 有 

-la 证 二 | 有 | 
< C|O™u(r 川 总 ep “orale ice) eae 
< Co7ullzzllullze， 


[|O%u(7) u(r) Ihr 


因此 ， 
llu(t) < Mullas- < +t) (Irula +/ Jur ila u(r) er) 


据 此 连续 性 讨论 我 们 就 有 结论 成 立 ， 
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84.2 ” 拟 线 性 方程 的 局 部 解 


这 节 的 目的 是 证 明 形 如 


| Ou 十 T yE (x,u, uO OR = f(x, uu’) (4.2.1) 
u(0,-) = uo, Oou(O,-) = ul _ 
的 拟 线 性 方程 的 局 部 解 存在 性 定理 , 我 们 将 设 y = 0, 7, f Cee 且 它 们 本 身 连 同 
所 有 的 导数 均 有 界 . 还 设 f(x,0,0) = 0 和 E] < 1/2. 我 们 用 Co! 记 了 阶 导数 
Æ Lipschitz 连续 的 C7 函数 的 集合 , 其 中 = 0,1…。 

定理 4.2.1 设 某 正 整 数 s > (n+2)/2, 如 果 (uo, u1) € H! x H° ， 则 存在 全 > 0， 
依赖 于 初 值 的 范 数 , 使 得 Cauchy 问题 (4.2.1) 有 唯一 的 解 满足 


u € L®([0, T]; H°! (R”)) N C(I0, T); H: (R”)). (4.2.2) 


TS = sup{T > 0: Pajeg l3 ult, -llr < 00,0 <t <T} 

证 明 存在 性 (用 毕 卡 迭 代 法 ) . RAT RTS AE REP. 为 此 取 
ul = 0, u? 是 满足 Ovo = 0 及 所 给 初 值 的 解 . 对 于 m = 1,2,---, u” 定义 为 如 下 
Cauchy 问题 的 解 : 


Ou” + DO y(x, ul, wl)” = f(r, hut), 
| u™(0,-) = uo, ju™(0,-) = u (4.2.3) 
显然 (4.2.2) 对 u? WE. 

为 方便 我 们 将 初 值 取 在 S 中 , 我 们 可 以 通过 类 似 的 于 定理 3.4.2 BOER Ae 
讨论 把 这 一 限制 去 掉 . 在 这 样 的 假设 下 , 由 线性 方程 的 局 部 存在 性 定理 及 归纳 法 知 对 
每 个 ur 关于 空间 变量 是 光滑 的 ,其 各 阶 导数 关于 时 间 t 是 连续 的 且 取 值 于 任意 s 阶 
的 Sobolev 空间 H°, WFO<t<T, 我 们 将 在 假设 已 知 


》 u(t, | <M, O<t<T (4.2.4) 
lal<2 


的 前 提 下 对 Jur (t, Allas 作出 估计 . 然后 , 通过 归纳 说 明 (4.2.4) 对 适当 小 的 工 和 
大 的 M 成 立 . 最 后 说 明 这 样 的 序列 是 收敛 的 . 当然 , 对 于 u, 我 们 可 以 取 到 适当 的 T 
和 M 使 得 (4.2.4) 成 立 . 

下 面 佑 计 


M(t) = [u (t, Alg + More™ (tha = w(t, -) las. (4.2.5) 
对 方程 两 边 作 用 O2,|a| < s, 得 
(0+ DO Ys, auaa) u” 


= Of f(x, ur) — 8g, y" (a, hu”! 56kum (4.2.6) 
j,k 
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注意 到 7° = 0, 可 知 等 式 右边 的 和 式 是 形 如 
al A,y* (a, Ju” 1) (0 OOu™), la'l + lo" | — jal —1 <s—1 


的 项 的 线性 组 合 . 对 于 O<t<T, H m-i 取代 (4.2.4) 中 的 m 和 定理 2.7.5, 我 们 
得 


lo (z, les < C(M); 
OS (78 um 一 cz0O)lza < C(M)Mm-1, lal < 8. 


将 第 二 章 中 的 乘积 函数 估计 用 到 m = s 一 1 时 的 Op" (x, Ju!) A O,du™, (4.2.6) 
右边 和 式 的 L 范 数 能 由 C(M)(Mm(t) + Mm-1(t)) 控制 . 由 定理 2.7.5, 我 们 有 


os f(a, Niu™ D2 < C(M)Mm-1, lal < s. 
这 样 由 能 量 不 等 式 (3.3.5) 及 (4.2.4) 


t 
Mm(t) < Ce (Malo) +C(M) f (Min(T) + Mm-1(7))ar ) ,O<t<T, 
0 


(4.2.7) 
这 里 Mm(0) = Mo(0) 与 m 无 关 . 由 Gronwall 不 等 式 得 到 


t 
M(t) < Ce AD Mo(0) + C(M) f Mm-idret CD)e YY) 


设 A > CMo0(0) E A > Mo(t),0 < t 牵 工 ,我们 能 根据 上 式 通过 从 mm 一 1 到 m 的 
递归 , 选取 Tma <T 18 Molt) < AO <t < Tma, 以 及 对 任何 m，Mm(t) < 
A,0 < t < Tua E. 

由 Sobolev 不 等 式 , 如 果 Mm(t) < A, 则 


2 Oum(lt, lus < C(A) 


la|<2 
对 s > n/2+ 1 MIL, 这 样 我 们 能 估计 Jiu” 和 rhu” 的 最 大 模 , 08u 可 由 (4.2.1) 
得 到 . 用 M = C(A), Tua BAÈ T, 也 就 用 归纳 证 明了 (4.2.4) R. 这 样 我 们 已 经 找 
到 2M 和 了 使 得 对 所 有 的 A (4.2.4) 和 
M(t) <A, O0<t<T 


R. 

接 下 来 我 们 只 要 证 明 wm 在 C0, T]; H+ (R”)) n C1 ((0, T]; ZR”) 中 收敛 于 
Cauchy 问题 的 一 个 解 u, 因为 由 此 必 有 (4.2.1), (4.2.2) 自动 满足 . 为 此 , 我 们 看 到 , 对 
于 teE [0,7] 如 果 


Cm(t) = [ton (ts +) — um-1 (t, Nez + lumt) — um- (ts Jizz = O(2-) (4.2.8) 
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ABA, 对 于 (Um, um) Æ C(O, T]; Ht) x C([0, T]; £7) 中 收敛 于 某 个 (uu). 显然 , 这 
极限 必 是 Cauchy 问题 的 解 . 
为 证 (4.2.8) 我 们 首先 注意 到 能 写 
( + So yk (a, Jitim-1)3jðk) (Uum — Um—1) 
= No (a, Jitim—2) — (2, SiUm—1))0j Ikum- 
+f (x, J,Um—1) =Z f(z, Jium-2), 
又 注意 到 对 非 线性 项 的 假设 , 方程 的 右 端 是 


O ((|tm—1 = Urm—2| 十 um- 一 Um-2 ) . (1 + [um 1 )) 


以 及 Um 和 wm-1 TE t = 0 有 相同 的 Cauchy 初 值 . 由 (3.3.5) 和 (4.2.5), 对 于 如 上 固 
定 的 T, 必 有 一 致 常数 C 使 得 


t 
Cm(t) < cf Cm-1(T)dr, O<t<T. 
0 
这 样 , HF O<t<T, 有 


Cm(t) < om / f Colman dtm, < (Ct) sup C(t). 


m! 0<t<T 


由 于 这 意味 着 (4.2.8), 这 就 完成 了 定理 存在 性 部 分 的 证 明 . 

我 们 的 证 明说 明 如 果 设 初 值 的 HS) x Hs 范 数 比 一 个 固定 常数 小 , T 就 有 一 个 
正常 数 下 界 ， 

唯一 性 这 一 部 分 来 自 于 (4.2.8) 的 证 明 . 事实 上 , ig uM at L (0, 7]; H+ )N 
C0.17([0, T]; H°) 中 且 是 (4.2.1) 满足 相同 的 初 值 的 解 。 则 如 上 讨论 说 明 , 对 固定 的 了， 


必 存 在 一 个 绝对 常数 C, 依赖 于 它们 的 范 数 , 使 得 
t 
和 los 一 Dll < cf 和 au lr, liadr. 
lal<1 0 lalsl 


由 Gronwall 不 等 式 对 t € [0,7], u(t,-) — alt, ) H! 的 范 数 必 为 零 . 这 当然 意味 着 在 
0,T] x R” 上 w=i 

我 们 仍然 得 证 明定 理 的 最 后 部 分 . 为 此 , 我 们 设 T* 是 所 有 满足 (4.2.2) 的 Cauchy 
问题 解 的 存在 时 间 T 的 上 确 界 . 由 Sobolev 不 等 式 , (4.2.2) 意味 着 Jiu 和 Biu 当 
O<t<T WRF r 是 一 致 H6lder 连续 的 . 由 方程 (4.2.1) 说 明 OP? ult,-) 也 是 一 
致 Holer 连续 的 . 这 意味 着 对 于 0 < t+ <T, 0 < lal < 2,0% 是 一 致 有 界 的 。 因 
此 剩 下 的 是 要 说 明 0%w 没有 一 致 有 界 性 , 其 中 0 < lal < 2. 若 不 然 ， 对 于 一 个 固 
定 的 M 和 每 个 了 < Ty 有 (4.2.4) REZ. 则 对 0 < t < Te RER (4.2.7) 对 
Mm(t) = M(t) 成 立 与 m AŽ. 因为 我 们 可 以 取 序 列 u” 就 是 Cauchy 问题 的 精确 
fÆ. 对 于 0<t<7T?, 由 Gronwall 不 等 式 可 得 M(t) 是 一 致 有 界 的 . 正如 我 们 已 经 看 
到 的 u 有 一 个 在 0 之 t< Te 的 C? SEM, 且 (TY,:) E 5+1,Bwu(T*,.) e HS, 因此 
AT =T} RIER Cauchy 问题 有 一 个 解 对 了 > T? 满足 (4.2.4). 这 与 T 的 定义 
FA. 
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注 4.2.1 定理 的 结论 对 用 假设 1 具 紧 支 集 取代 f(x,0,0) =0 仍 成 立 , 用 方程 (4.2.1) 
可 得 u 的 所 有 < s 十 1 阶 导数 的 L? 界 ; 定理 的 证 明说 明 对 于 给 定 的 T, ATAA 
s > (n +2)/2, 我 们 总 可 假设 |luoll asst, |lurllas 足够 小 ,使 得 Cauchy 问题 的 解 u 
满足 (4.2.2); 定理 的 结论 以 及 前 面 的 说 明 对 于 取 值 在 R” 的 问题 仍 成 立 . 特别 地 ,还 
可 以 用 此 找 出 完全 非 线性 方程 


Du + u = F(u, u’, u”) (4.2.9) 


满足 相应 初始 条 件 的 Cauchy 问题 的 解 . 事实 上 , 我 们 只 要 将 方程 两 边关 于 Zj RE, 将 
之 转化 为 关于 uj = Oju 的 一 个 拟 线性 方程 组 , 从 而 可 以 得 到 所 需 的 结论 . 只 不 过 这 是 
对 初 值 的 正则 性 要 求 就 会 高 出 一 阶 导 数 . 这 样 , 如果 s > (n+4)/2, 定理 4.2.1 的 结论 
对 完全 非 线性 方程 仍 成 立 , 这 时 的 Ts = sup{T; D jajc |O°ult, )| < 00,0 <t < TH. 

如 果 人 们 希望 获得 对 初 值 有 更 高 阶 导数 要 求 的 存在 性 证 明 ,， 则 如 同 Klainerman 
[32] 中 指出 的 可 以 用 如 下 基本 框架 : 设 s 是 一 个 待定 的 正 整数 , 我 们 试图 建立 


Mr 的 = $ lauh, Jiz, OS t<T, (4.2.10) 


lal<s+1 


的 一 致 有 界 性 . 注意 到 我 们 考虑 所 有 < s 十 1 阶 导 数 ， 由 Sobolev 不 等 式 , 对 于 固定 
的 t, 这 就 有 

|O%u™ (t,-)| < CMm(t), lal+r<s+l, (4.2.11) 

其 中 & 是 大 于 1/2 的 最 小 整数 . 如 果 取 s > ntl, 这 个 估计 对 |a| < 2 可 用 . 我 们 要 
用 归纳 证 明 

Mn(t) <M, 0<t<T. (4.2.12) 


假设 我 们 已 知 它 对 于 用 m 一 1 取代 m 是 真 的 , 用 0°,|al < s 取代 (4.2.6) 中 的 OF. 
在 最 后 的 和 式 中 对 Ju” 或 1u™ :的 导数 不 会 超过 s 次 . 如 果 N 是 一 个 整数 使 得 
2(N +1) > (s +1), BI 2N > s, 则 没有 两 个 因子 使 得 Jiu” 或 Ju?! 的 导数 超过 
N 次 . 这 样 如 果 N +n < s, (4.2.10) 能 估计 除 一 项 外 的 所 有 因子 . 这 样 (4.2.6) 的 右 
端的 L? 范 数 能 由 C(M)(Mm(t) +1) 来 估计 , 能 量 估计 给 出 


t 
M(t) < CoC" (Mm(0) + CM) f (Mnl) + Dar). 
0 
4 m < s ht ôu”, lal < s 的 导数 等 于 上 = 0 时 Cauchy 问题 的 形式 解 的 导数 , 因此 
与 m 无 关 , 由 Gronwall 不 等 式 
M(t) < Ce Mm (0) + C(M)texp(tC(M)el)) 0 <t <T. 


如 果 M > CM,,(0), 了 充分 小 (4.2.11) 成 立 . 这 样 证 明 可 如 前 完成 之 ， 

条 件 NN 十 k < s <2N 意味 着 入 > 和 s > Qn, 这 样 照 此 法 去 估计 wm" 我 们 必 
须 假设 在 定理 4.2.1 的 初 值 有 两 倍 于 它 的 导数 次 数 . 以 后 我 们 将 主要 考虑 Cee 初 值 的 
Cauchy 问题 , 在 这 种 情形 ,定理 4.2.1 就 成 为 
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定理 4.2.2 如 果 upu E€ C8e， 则 存在 一 个 T > 0, 使 得 (4.2.1) 有 一 个 解 u € 
C>([0, T] x R”). 如 果 Ty 记 这 样 的 时 间 TO LAR, MAT, 二 oo 或 


XO [ult x)| g L°({0, Ta) x R”) (4.2.13) 


lal<(n+6)/2 


以 上 是 基于 能 量 不 等 式 和 Sobolev 不 等 式 得 到 的 经 典 理论 . 在 此 我 们 再 介绍 一 个 
如 何 利 用 能 量 不 等 式 (3.3.2) 的 证 明 来 给 出 John 的 意味 着 非 线性 波动 方程 解 的 唯一 
定理 4.2.3 Ru & Ou = F(u, uw, u”) 在 过 (to, zo) 的 后 向 光 锥 : 


Ad zo) zo) = {(t, x) € [0, to) x R” : |x — zo| < to — t} 


中 的 一 个 C? 解 , 设 
F(0,0, u”) = 0, (4.2.14) 


则 如 果 当 |x — zol < to 时 
u(0, x) = &u(0, x) = 0, (4.2.15) 


则 以 在 A Co ao PAR, 
从 这 个 定理 我 们 立刻 得 到 对 这 种 类 型 的 非 线 性 方程 Huygen’s 原理 成 立 。 
形 如 Du = F(u), F(0) = F'(0) = 0 的 半 线 性 方程 满足 条 件 (4.2.14). 对 于 如 下 
类 型 的 拟 线性 方程 
Ou = 2ta )DaDgu, (4.2.16) 


其 中 aaa(u’) = apalu’), aop (0) = 0 也 满足 。 

推论 4.2.1 设 (4.2.14) RS, 则 如 果 包 是 Ou = F(u,u',u") 在 (0,7) xR” 中 满足 对 
\z| > R,u(0,x) = &u(0, x) = 0 4) C? 解 , 则 如 果 |z| > R4+4,0<t<T,ult,z) = 
0. 

定理 4.2.3 的 证 明 我 们 将 用 能 量 方法 . 用 光滑 超 曲 面 As Be AL, 的 内 部 , 这 些 超 
曲面 关于 达 朗 贝尔 是 类 空 的 , 且 有 一 个 公共 的 边界 流 形 |z 一 zo| = to,t = 0, 我 们 这 
EPOX As 为 双 曲 球面 . 为 此 我 们 将 Anr 写成 单 参数 双 曲 球面 族 的 和 , 在 每 个 双 
AE LREN (3.3.2) 的 方法 得 到 w? 的 积分 的 一 个 估计 . 我 们 将 看 到 在 

Ag ao PERR, 由 于 (4.2.15), 这 意味 着 u 在 AL, 中 必 为 0， 
更 具体 地 ， 对 于 O<s < tp, 设 


$(s,2) = to — [(to — s)? + tg? (2tos — 8) Ia — zol?) 
则 (0, x) = 0 和 lims—tg p(s, x) = to ~~ |x = zol- 因此 ， 如 果 
R, = {(t,2) :0 < t < (8,2), |e — zol < to — t} 


则 Au wo = Voxs<toRs . 


-156- 非 线 性 波动 方程 


注意 到 在 Aj, 中 , MR O0 <s < so< to, 
to°(2tos — s*)|x — zol < (89) <1. 


Vals = Te 2 tos le ro] = 


其 中 9(s) 是 某 s 的 函数 . 令 As = {(t,£) : t = O(s,x), |x — zol < to} .我 们 知道 
(ols, z), £) € As 的 单位 外 向 法 向 其 是 


(一 Vzg)/VILI 二 |Vzgl 
这 样 , 由 (3.3.1),(4.2.15) 和 散 度 定理 , 如 果 0 < s < 80, 


f 20uretae = [220 udtdz 
Rs Rs 


12 do 

= ft | +20 uV ru Vab) -= Taare 

> (1 一 a(s0)) f ju’ /?da//1 + |Vrel?. (4.2.17) 
As 


为 了 得 到 另 一 方向 的 界 , 首先 注意 到 , 由 (4.2.15) 


(8,2) o(s,2) 
f |u(t, x) |?dt < gi |Ou(t,x)|?dt, 
0 0 


由 (4.2.14) 
2\uF| < C(lul? + fu’ |?). 
f 20,uFdtdr < car f |u’ |? dtdz 
Rs 


dodt 
C(1+ t?) 上 人 AKTA VE ra I (4.2.18) 


如 果 我 们 令 
-f jul 2do//1 + Wael, 
As 


则 (4.2.17) 和 (4.2.18) 意味 着 对 于 0 < 8 < so < to, 
(1 — 0(so)I(s) < C(1 +t) sup |Ad(t,2z)| 上 I(t)dt. 
0<t<s9 0 
jz—zg9|<to 


应 用 Gronwall 不 等 式 证 明 对 所 有 的 0 < s < to, I(s) =0. 
因此 在 A ig ao) Hu’ =0, HAF (4.2.15), 这 也 意味 着 在 此 u 也 必 为 0. 
显然 , 对 于 拟 线性 波动 方程 (4.2.16), 我 们 有 
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定理 4.2.4 设 u(t,c) 是 方程 (4.2.16) A 0<t< T, ER? 中 的 满足 初始 条 件 

u(0, £) = f(x), ur(0, x) = g(x) (4.2.19) 
的 一 个 C? 解 , 其 中 上 和 日 有 紧 支 集 适 当 光 滑 函 数 . 设 存在 一 个 Os) <1 SRW 
性 条 件 ” 


一 > aag(Dult, 2)) Xa Xg < O(s OX! (4.2.20) 
af=0 


成 立 ， 则 这 样 的 C? 解 是 唯一 的 ， 


84.3 ”三 维 半 线性 方程 的 局 部 解 


在 (1 十 3) 维 中 , 半 线 性 波动 方程 有 一 个 非常 简单 的 局 部 存在 性 定理 , 这 是 基于 
达 朗 贝尔 在 及 1+3 中 的 前 向 基本 解 是 非 负 测度 和 相关 的 线性 波动 方程 解 的 正则 性 性 质 
所 导致 的 . 我 们 将 在 以 后 的 对 半 线 性 波动 方程 小 初 值 整体 存在 性 的 研究 中 ,与 在 证 明 
(1+3) 维 中 的 “临界 ” 半 线 性 波动 方程 的 大 初 值 整体 存在 性 问题 的 证 明 中 用 到 . 

对 于 F € C*, F(0) = 0, 我 们 将 研究 Cauchy 问题 


| u(t, z) = F(u(t,z)), t > 0, 


u(0,2) = f(z), d-u(0,2) = g(2). (43-1) 
我 们 知道 如 果 方程 是 线性 的 , # f ECHR?) Al ge C*(R3), M u e CRI’). 对 
于 这 样 的 非 线 性 方程 , 为 简单 起 见 , 我 们 设 初 值 具有 紧 支 集 性 质 。 

定理 4.3.1 假设 如 上 , Fe C*,F(0) =0,f € CR+I(R3) g € CARS), k =1,2,---, 
则 存在 一 个 全 > 0 使 得 (4.3.1) 有 唯一 的 解 u c CR([0,7] x R), 如果 这 样 的 下 的 
LARK T, 是 有 限 的 , M4 t — Ts 时 sup, lult, s)| > œ. 

证 明 如同 定理 4.2.1 的 证 明 , 我 们 将 用 逐次 逼近 得 到 v. 因此 , 设 u- = 0, 由 


Dum = F(um-1), t> 0, 
Um (0, £) 一 f(z), OpUm (0, x) = g(x), 


定义 um;m = 0,1,2,- 注意 到 uo 是 以 (f,9) 为 初 值 的 线性 Cauchy 问题 的 一 个 
解 , 也 注意 到 , OF 和 初 值 的 假设 ， 定 理 3.1.1 和 Duhamel 原理 意味 着 每 个 这 样 的 
Um 在 Ce-L1(0,T] x R?) 中 . 然而 , 要 说 明 um 在 某 带 形 [0, T] x R? 上 收敛 于 一 个 
CF 解 , 我 们 将 要 作 以 下 两 步 : 第 一 步 说 明 , 如 果 T > 0 足够 小 , um 一 致 收敛 于 一 个 
Ck-11((0, T] x R3) 解 ; 第 二 步 , 利用 FO C* 和 wo 是 C* 线性 齐 次 方程 解 的 事实 。 
我 们 将 一 致 控制 当 |a| = k 时 , Oum 的 连续 性 的 表示 式 , 从 而 导出 ue C*. 

对 于 第 一 步 ， 注意 到 由 于 (fg) < Ct x C* 有 紧 支 集 ，(3.1.5) 意味 着 必 存 在 
一 个 一 致 常数 Co 使 得 具有 这 样 初 值 的 线性 Cauchy 问题 的 解 满足 


X` |d%uo(t, 2)| < Co. 


lal<k 
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如 果 C = 2Co, 我 们 断言 : MRT > 0 足够 小 , 则 对 于 mm = 1,2,- 成 立 


Cm(T) = sup O° Um(t, z) — O° Um—1(t, x)| < C2”, (4.3.2) 
lal<k {(t,2):05t<T} 
和 
Bm(t) = X sup|O%um(t,2)| < C,0<t <T. (4.3.3) 
lal=k 


如 果 这 个 断言 成 立 , 则 wm 一 致 收敛 于 (4.3.1) 的 一 个 CE0, T] x R?) 解 . 
先 证 (4.3.2). 我 们 将 假设 当 m 用 一 个 小 一 些 的 数 n 来 代 , 估计 式 成 立 。 那么 我 
们 将 看 到 如 果 工 > 0 足够 小 , (4.3.2) 成 立 . 作为 归纳 假设 的 一 个 推论 , 我 们 有 


XO 189wun(t,z)| < 20, MRO < t < T, fin < m. (4.3.4) 


laj<k 


为 利用 这 一 点 , 注意 到 Um = Wm + Uo, 其 中 wn 解 非 齐 次 波动 方程 ; 


Owm(t,2) = F(um_i(t,x)), t > 0 
Wm(0, £} = dwm(0, x) = 0. 


|O"um(t, z) — OF um_1(t, x)| (4.3.5) 


< J \O°F (tm_i(t — |yl, £ — y)) — O°F (um_a(t — |yl, £ — met, 


如 果 |a| < k, 则 右 端 绝对 值 内 的 项 是 形 如 
FO) (Um—1)OM Uma + OM Um—1 — FO) (um_2)0° Um—2 OM Um—2, j lail < k. 


的 项 的 线性 组 合 ,其 中 ! < 大 一 1. 注意 到 FO c01, 8u € Cl, 从 (4.3.4), (4.3.5) 
可 得 存在 一 个 一 致 常数 C1 使 得 


Cm(T) < CT20+ sup (Ownilt, 2)| + |3 um-2(t, 2)))|*Cm—1 (T) 
jalak {(t.2):0St<T} 


C1(l + 4C)*T?Cm_1(T), 


lA 


We T < (2C,(1 + 4C)*)~ 1/2, 就 可 得 (4.3.2). 
(4.3.3) 的 证 明 设 估计 式 当 m 一 1 时 成 立 , 则 由 于 Um = vo + Um, 利用 前 面 关 于 uo 
的 假设 , 如 果 lal = k, 我 们 有 


|O°um(t,x)| < Bo(t)+ 人 ,OP umi (t —|yl,2—y))|dy/ly| 
|< 


lA 


C/2+ / (Pn alt = [al = lay/ lol 
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为 估计 最 后 一 项 , 我 们 注意 到 绝对 值 内 的 项 是 由 形 如 F’(um—1)0%Um—1 的 项 , 加 上 形 
如 FP!) (m1 )OP Um 1 OF Um 1 的 项 , MAI F P umi 的 微分 均 不 超过 大 一 1 
次 的 项 的 线性 组 合 组 成 . 

由 归纳 假设 , 因子 F (um) = 00), 由 于 我 们 已 经 说 明 (4.3.4) 对 所 有 m ET, 
第 一 项 是 一 致 有 界 的 , 一 致 常数 为 C,(4.3.4) 也 意味 着 所 有 的 其 他 项 可 由 一 个 固定 的 
常数 来 控制 , 我 们 说 存在 一 个 常数 Co 使 得 


Bm(t) <C/2+ (C+ » | 


dy/|y| < C/2+ CC + 1)T”, 
jyl<T 


如 果 取 T? < [CAC + 1)]-1C/2, 则 (4.3.3) 成 立 。 

我 们 已 经 说 明 um u Æ Ce (0,7) x R?) 中 成 立 , 且 um 的 天 阶 导数 是 一 
致 有 界 的 . AF um 的 支 集 与 [0,T| x R? 的 交 包 含 在 一 个 固定 的 紧 支 集中 , 如 果 我 们 
能 说 明 当 |a| = 天 时 06%w 在 [0, T] x R? 上 是 等 度 连 续 的 , 由 Arzela-Ascoli 引 理 我 
们 就 有 , u © C*((0,T] x R). 

固定 jal = k, 对 于 h= (ho, hi, he, h3), Ro > 0 今 


wm(h) = sup [O° um( (t,£) + h) — O° un (t, x)|. 
{(t,2):t+ho<T} 


我 们 必须 说 明 如 果 T > 0 足够 小 并 且 男 定 , 则 对 任意 给 定 s > 0, 存在 一 个 与 m HE 
的 5 > 0 ,使 得 当 [A] < 6 时 
wm(h) < €. (4.3.6) 


为 此 ， 设 hi = (hy, he, ha), 则 
(I tm ((t, £) + h) — 0% tm (t, x)| 
|O%ug((t, x) +h) — OM ug(t, x)| +f 


lyl 


lA 


[O° F (um—1(t + ho ~ |y|,2 + R' — y)) 
<t 


dy 
yl 


+ f |3% F (um1(t + ho — lyl, £ +h! — y))| 
t<|y|<t+ho 


—OF(um-1(t — |y|, £ — y))| 


dy 
ly| 


lA 


wo(h) +CTho+ f |O° F(um—1(t + ho — |y] £ +h’ — y)) 
lyl<t 
a dy 
-O° F (um-1(t — ly|, 2 — Ml 
= wo(h) + CTho + R. 


为 估计 最 后 一 项 R, 设 (s1,yi) = (t+ ho — lyhe +h’ — y) 7 (s2,y2) = (t- 
lyh z- y). WAM RR RT A RIA ES HE on 


I = FI) (wn 1(s1, 91) ` (OM um—1 ut O% Um—1) (81, y1) 
—F© (tm —1(82,Y2)) ` (OF Um —1 +O Um—1)(825¥2); j, la] < k, 
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I = F"(um—1(81, y1))0°%Um—1(81, Y1) — F (um_1(s2,Y2))O° um_1(s2, y2) 
和 , WFR > 1, 


II = FY) (tn —1 (81, yt) (Oj, Um—1 + Dum 1) (815 yr) 
—F) (tm —1(82; 92) (Oj, Um —1 +++ Oj,Um—1) (82, Y2), 


的 项 的 线性 组 合 . 
HF F e C*, 从 (4.3.3) 和 (4.3.4) 可 得 I < Clh|. 另 一 方面 , 存在 一 个 一 致 党 
数 Co, 使 得 
k . . 
JM] + HI) < Co sup [FY (u+ v) — FY (u)| + wm-1(h) + lhl). 
j=l |v] <Colhl 
Jul <Co 
代入 这 些 界 到 积分 式 R, 我 们 得 到 
k 
Wm(h) < wo(h)+CT|h|+CT?(S> sup [FO (u+v)—F%(u)|+wm—1(h) + lhl). 


j=1 (vl<Colhl 
7" [ul<Co 


设 了 足够 小 , 使 得 CT? < 1/2, 由 于 uo, F 均 是 C*, 这 将 导致 


k 
wm(h) < 2wo(h) + (1+ 2CT)|h| +$ sup [FO (u+v) — F(u), 
rae 
也 就 得 到 (4.3.6) 必 成 立 . 
这 已 经 完成 了 存在 性 的 证 明 , 唯一 性 的 证 明 与 定理 4.2.1 中 的 一 样 . 只 是 来 自 于 
方程 的 局 部 存在 性 定理 的 修改 , 留 作 练习 . 
为 完成 证 明 , 我 们 必须 说 明 若 u FE (4.3.1) 在 [0, T) x R? 中 的 一 个 C* 解 , 如 果 
sup u(t,z)| <A 
{(é,2):0<t<T} 
则 ww 能 延 拓 到 闭 带 形 [0, T] x R? 中 的 一 个 C* 函数 . 
我 们 断言 , 这 意味 着 所 有 <k 阶 导数 在 带 形 中 是 一 臻 有 界 的 ,为 看 到 这 一 点 , 我 
们 注意 到 Ou! = F'(u)u', (3.1.10) 意味 着 


t 
je ee < lugte) + f (t — s)|LF"(u(s,-))u'(s, -)llz=ds 


IA 


t 
C+ cr | I Cs, Ipods. 


由 Gronwall 不 等 式 , 这 给 出 了 v 的 界 。 其 他 各 阶 的 界 来 自 于 类 似 的 讨论 ,这 说 明 
可 拓 广 到 [0,7] x R? 中 的 Ch! 函数 . 为 看 到 u c C*, 对 于 lal =k MLM h, > 


w(t, h) = | pup; |O°%u((t, 2) + h) — O%u(t, s)|, i t ho <T, 
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则 如 同 (4.3.6) 的 讨论 , 我 们 能 得 到 


k | | t 
wth) < woh) + Cr + > sup IPOD) PO + f w(s,h)as) 
j=1 ee 0 


对 某 固定 常数 C, 如果 wo(h) 如 上 , 由 Gronwall 不 等 式 这 意味 着 
k 
w(t,h) <Cp(wo(h) + sup |F! (u+ v) — Fi(u)]). 
j=1 ISCIA] 


jul<c 


由 于 uo, F Æ C* 函数 , 4h 0 上 式 右 端 趋 于 0. At u OY k 阶 导数 的 连续 的 表达 
式 是 可 控 的 , 这 意味 着 u 能 延 拓 至 闭 带 [0,7] x R? 中 的 一 个 Ch mR. 


84.4 具 零 形式 的 方程 的 局 部 解 


我 们 考虑 如 下 的 非 线性 双 曲 型 方程 组 : 


| Dw! (t,c) = F!(u(t,2),w/(t,2)), (t,£) € RES, T= 1,... ,N, 


u(0, x) = ef (x), O,u(0, x) = eg(7), (4.4.1) 


XE u = (w, u). MRR F = (F, , FN) e C”, 重 写 (4.4.1) 中 方程 
部 分 为 


u = F(u,u’). 


如 前 我 们 将 仍 假 设 (4.4.1) 的 线性 化 是 具有 上 面 初 值 的 齐 次 波动 方程 Ou 
Cauchy 问题 . 因此 , 我 们 设 


F(0,0) = 0, 和 dF(0,0) = 0. (4.4.2) 


所 谓 的 零 条 件 事 实 上 是 对 非 线 性 函数 的 一 种 结构 性 假设 ， 是 由 Klainerman 于 1985 
年 引入 的 , 其 定义 如 下 : 
定义 4.4.1 设 F HA (4.4.2), Fo iz F HZA, 使 得 


F = Fo + O({ul® + |u|’). 
那么 我 们 说 F ARRA: wR Fo 与 u AA, AHA =, N 


N 3 
Fò = Fi) = X >》 peraju Ou, (4.4.3) 
L,M=1j,k=0 


Il 
D 
F 


其 中 SM 是 常数 ， 满 中 


3 
> Fe G& = 0,6 =G+G4+G. 


j,k=0 
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注意 到 如 果 我 们 假设 零 条 件 , 则 (4.4.1) 中 的 非 线性 的 主要 部 分 必须 有 一 个 特殊 
的 形式 . EXE, MRS 


3 


Qolv, w) = Avdw 一》 ðjvðjw. (4.4.4) 
j=l 
和 
Qablu, w) = Ogvdpw — Ogwoyv, ODS a<b<3, (4.4.5) 


则 我 们 断言 Fo(u!) 一 定 是 仅 包括 这 些 “ 零 形式 ”的 线性 组 合 . 具体 地 , 必 有 常数 CIT 
和 Oly 使 得 


N N 
FS = 5 Qo(u? uw) + > SO Rala) (4.4.6) 
J,K=1 J,K=1 0<a<b<3 


我 们 可 以 证 明 , 如 果 B(E, n) B24 & = ++ wwe B(E, €) = 04 RE x RIH 
上 的 双 线 性 形式 , 则 我 们 可 以 说 明 B 必 是 QolE n) = Eon- Ej- En M Qal, n) = 
Eat 一 Co71a， O<a<b<3 的 一 个 线性 组 合 . 

EXE, RITU BE n) 写成 5TAE 的 形式 ,其 中 的 矩阵 4 = (a) 是 实 的 
4 x 4 阵 . 若 将 4 分 解 成 对 称 与 斜 对 称 真 的 和 As + Ao. 由 于 ETAE = (ETAST = 
éT AE = 0, RITA CT AE = CT AE = 0 对 所 有 的 零 向 量 E ET = {E = (Eo, £1, £2, £3)|88 
£ + E + £3} ROL. 特别 取 ET = (+1, 1,0, 0), (+1, 0, 1, 0), (+1, 0, 0, 1), 以 及 ET = 
(V2,1,1,0), (V2, 1,0,1), (V2,0,1,1) 不 难看 到 As VÆ aVdiag (1,-1,-1,-1) 的 形 
R, 这 就 对 应 于 Qo. 对 于 斜 对 称 部 分 , 它 可 以 写成 Qop 的 一 个 组 合 > 0< ,<v<s 30 一 
Q YOu. 

在 这 一 节 我 们 将 说 明 , 对 于 具有 和 零 形式 非 线 性 的 波动 方程 ,， 能 改进 前 面 得 到 的 局 
部 存在 性 定理 中 的 正则 性 假设 . 我 们 这 里 将 要 考虑 的 方程 的 类 型 是 


Du! = Pf ka Th (WO5 (uu), T= 1,-- NN, 
u(0,-) = f, ®u(0,-) = 9, 


EP T € Ch 对 所 有 ILI, K 成 立 , QIK 是 上 节 中 引入 的 零 形式 Qo 和 Qa WH 
性 组 合 ， 即 


(4.4.7) 


Qik Ww) = Che Qo(v,w) + X CIRQo(v,w) 
0<a<b<n 

对 某 常 数 Cig 和 Ch? 成 立 ， 对 于 波 映 照 方程 ， 我 们 只 有 Qe = Qo Thk 是 
Christoffel 和 象征， 

我 们 首先 叙述 Klainerman 和 Machedon [37] 的 一 个 结果 , 这 个 结果 说 明 当 n= 
3 时 , 我 们 所 需 的 正则 性 比 前 面 假设 要 求 少 . 
定理 4.4.1 设 n=3, OF (f.g) € H?(R3) x HR), 则 存在 一 个 本 > 0 使 得 
(4.4.7) 有 唯一 解 满足 


u € C([0, T]; H^) NC ((0, T]; H1), (4.4.8) 
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和 
Q(u7,u) € H1((0,T] x R3), VJ, K, (4.4.9) 


其 中 QA-PRHA, 

由 定理 4.2.1, 我 们 知道 具 五 ;+1(R”) x 万 (了 ")，s > (n 十 2)/2 初 值 的 拟 线性 方 
程 的 局 部 解 存在 . 这 样 , 定理 4.4.1 是 说 对 于 像 (4.4.7) 这 样 的 特殊 类 型 的 方程 , EE 
则 性 的 假设 中 存在 1/2 阶 导数 的 改善 . 另 一 方面 , Nirenberg 有 例子 说 明 如 果 n= 3, 
Xt s > 3/2 我 们 能 期 望 定理 成 立 . 但 Lindblad [41,42] 已 经 说 明 对 于 方程 Du = v2, 
如 果 n= 3,s < 2, 定理 不 成 立 . 这 样 在 某 种 意义 下 说 明定 理 4.4.1 是 最 优 的 . 

回 到 定理 4.4.1, 注意 到 如 果 T < co, 由 于 (4.4.9) 意味 着 (4.4.7) 的 右边 属于 
L'([0, T]; H'), 我 们 看 到 如 果 (4.4.9) WE, 对 线性 方程 的 存在 性 定理 本 质 上 意味 着 
(4.4.8) 成 立 . 这 样 证 明定 理 4.4.1 的 主要 内 容 是 得 到 保证 (4.4.9) 成 立 的 估计 . 这 也 包 
含 在 由 Klainerman 和 Machedon 给 出 的 结果 中 ， 
定理 4.4.2 对 于 j= 1,2, Ruj(t,c) 是 


Du;(t, £) = F;(t, x), (t,x) € Rit) (4.4.10) 
的 解 , 则 如 果 QA-PEBA, 我 们 就 有 
5 OQ (ur, u2)||z2(r1+3) 
lal<1 
< C Il CES + |g ll prs) +/ |F; (t, larat) . (4.4.11) 
j=1,2 


注 4.4.1 282) (4.4.11) 是 一 个 双 线 性 估计 。 与 早期 的 Strichartz 估计 


CO 
lull eeqeitsy < Cf laacms) + lglly-w2 cs) +f F(t, -)Iln2q@esydt) (4.4.12) 


AX, 这 里 的 以 是 具 初 值 (f,g) 的 线性 方程 Du = FM, RIER, (4.4.12) 等 价 
于 下 面 的 Fourie 变换 在 RY 光 锥 中 的 限制 。 


(f ,FOIL PAs/ED)Y? < CUPI FESR). (4419) 


这 里 F ig F age Fourier 变换 . 
定理 4.4.2 的 证 明 为 简单 ,我 们 设 在 (4.4.10) 中 g; = 0, Fj) = 0. 一 般 情形 来 自 于 这 
首先 我 们 考察 |a| = 1 时 的 (4.4.11), 即 如 果 QO 是 一 个 零 形 式 ， 


OQ (ur, uo) 2cR1+t3) < Cli llargs lllar 
由 于 BkQU u2) = Q (ku u2) + Q(u1, Ope), 由 对 称 性 , 这 个 估计 来 自 于 


NQ (Oku, ua 川 zzRirs < Cllfillwellfellaz, & = 0,1, 2,3. 
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为 记号 方便 , 我 们 仅 说 明 k= 0 时 这 个 不 等 式 成 立 . 其 余 情 形 来 自 于 同样 的 讨论 ， 
将 好 亿 z) Bm (uj (t,x) + uj (t,2))/2, 其 中 


uže a) = Ony? f eE Eae, 


因此 Q(Btui, ue) 是 四 项 Quy. us) /4 WA. 这 样 ,只 要 证 明 
Quad, u)r) + Quy. uz llzer) < Cllfillazlifellwe. (4.4.14) 
先 看 第 一 项 
Qo(duut uf) = 2my® ff eE elate, n (E) folaaean, 
其 中 gln) = E-n- Eln 
Qij(Qut uz) = (2m 一 f / ete EFM tiD i Elg (E, n) fi (E) faln)dédn, 
其 中 


可 _ —(€inj —E)m), 1<i< jg <3, 
oe,") { —(léln; —|nlé), 0=i<j<3. 


重要 的 是 如 果 q 是 go 或 qi; 中 的 一 个 , 则 存在 某 个 常数 C 使 得 


£a] 
il Inl 


成 立 . 这 就 允许 我 们 如 同 在 限制 定理 的 证 明 中 作 坐 标 变换 ,吸收 出 现 的 Jacobian, 即 
引入 极 坐 标 7 = pw, p > 0,w € 32, W 


la(&,n)| EC 


Quy, uz lz) < 人 To (fi, fe) (t, 2) Ilz2qaitsyda(w), (4.4.15) 
其 中 
TH (fis fo) (tr) = f f eiet ow til El? A (E) p falpw)alE/IEl, w)dEp?dp. 


对 固定 的 w, 作 坐标 变换 (r, C) = (lE + p E+ pw), 则 存在 某 个 c > 0 使 得 Jacobian 
行列 式 满足 |d(7,¢)/d(o, €)| = |1 — wgl > clw — Bl. 这 样 , 由 Plancherel 定理 


mit < of | EPROP hwae w) 


i . z 0712 
JJ EPA OP falow)al E w S O| Pande 
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< Cc f J IP? fol ow) El? fi (£)? pdpde, 


d 


RAPRA |a(E/\e|.w)| [SEQ] < C. 因此 由 (4.4.15), 8 


E 


(Qut, uz) < ff eo Ale) Po*dpda wag 
= CCm Nf lials < CC27) I fille fly 


对 于 Quy, uz) 是 类 似 的 , 这 时 (4.4.15) 中 的 Tt 就 成 为 TS. 
Ts (fi, f2) = J J elt (tow) tilsi- el? F (€) p fo(pw)a(E/|E|, w)dEpdp, 


- E 7 
aE n| < Cislin + mi 
这 样 , 如 果 对 固定 的 w, PER (7,0) = (El 一 p, € + pw), 则 上 面 的 讨论 说 明 77 W 
足 与 Tt 相同 的 估计 ， 这 是 由 于 |d(r,6)/d(o,8)|-/7G(E/E],w) < C. 这 就 完成 了 
(4.4.11) 当 |al = 1 时 的 证 明 . 
为 完成 证 明 ,我们 仍 需 说 明 Q(wi, ue) 的 L? 范 数 能 由 (4.4.11) 的 右边 控制 , 但 
如 果 记 uj 如上, 上 面 的 讨论 给 出 


[Qu sajllraRars < Celllaa < Cll fillaell fall, 


这 样 我 们 能 用 处 理 其 梯度 的 讨论 方式 来 得 到 Q 的 OL? 范 数 的 估计 ， 

定理 4.4.1 的 证 明 ”我 们 将 仅 证 明 存 在 性 部 分 ， 唯 一 性 来 自 于 类 似 的 讨论 . 为 处 理 存 
在 性 , RANE (4.4.7) 的 右边 为 Flu u), 其 中 的 分 量 F Gon Tuu, ut) HR 
性 组 合 , 这 里 的 @ 是 零 形 式 , TEC”, $ u1 =0 EX um, m = 0,1,2,- ,如 下 


Oum = F(Um—1,Un—1)) 
Um (0, x) = f(x), Itum (0, x) = g(x). 


断言 : WRT > 0 充分 小 ,Co 充分 大 , 则 


5 0° (F (um, Um) — F (um-1, um-1))llz2qo,r]xr) < Co2-™, m = 0,1,2--- 
jal<1 
(4.4.16) 
由 于 Ouo = 0, 由 定理 4.4.2 和 关于 初 值 的 假设 , 这 个 不 等 式 对 m = 0 存在 Co 使 之 
RL. 我 们 继而 断定 : 如 果 了 小 , (4.4.16) 对 同样 的 常数 成 立 ， 
如 果 这 断定 成 立 , 由 达 朗 贝尔 能 量 不 等 式 , 有 


XO [0% (um4i(t, +) — wm(é)) rRs) < C027”, m = 0,1,...,， (4.4.17) 
lal<2 
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对 小 的 并 如 了 < 1) 成 立 . 由 于 Ouo = 0, 我 们 关于 初 值 的 假设 意味 着 : 如 果 |a| < 2 
AO<t<1, MWE |3 u(t, z2 < C 成 立 . 因此 , 必 存 在 一 个 绝对 常数 C 使 得 : 
如 果 (4.4.17) 对 um 成 立 , n < m, 则 


XO lorwumnilt, liz < C1, OS t <T. (4.4.18) 
lal<2 


由 Sobolev 不 等 式 得 
|um+i(t,x)| < C1, (t,x) € [0,7] x R? (4.4.19) 


RE. 

由 (4.4.16) 和 (4.4.17), úm Æ L®([0, T]; H2)NC°1((0, T]; H+) 中 收敛 于 (4.4.7) 
HOME u. 由 于 (4.4.16) 意味 着 F(u,u’) € L0, T); H1), 线性 方程 解 的 存在 性 定理 意 
ORB (4.4.8) 必 成 立 . 为 了 看 到 (4.4.9) 也 成 立 , 我 们 需要 


2 18° (Q (ums um) 一 Quon -DatatomxRa < C2 ™ (4.4.20) 


lal<1 


成 立 , 其 中 Q 是 一 个 零 形式 ， 
设 (4.4.16) 当 一 个 给 定 的 m > 1 由 nn <m 来 代 时 成 立 , 我 们 要 说 明 : WRT E 
分 小 , 则 (4.4.16) 成 立 . 为 此 , 我 们 注意 到 L2? 范 数 中 的 第 了 个 分 量 包含 形 如 


Tum_i) (Qh uk) — Qh uk _1)) + Tum) —T um) Qu uk) = I+ I 
(4.4.21) 
的 项 的 线性 组 合 . 
为 估计 第 一 项 , RIVERA TAFE RM Qu -ul n uk) +Q(ur,_,, uk 
uK) TERE BAM, AP un 是 有 界 的 ， 如 果 下 面 的 范 数 取 在 
[0, T] x R? E, 则 


SS 3T (um-1)Qlum — i) (4.4.22) 

lal<1 

<C > O° Quy, — ut) 2 + OC lum) Q (un -1 Um )|lz2- 
[lal<1 


应 用 定理 4.4.2, Schwartz 不 等 式 以 及 归纳 假设 不 等 式 (4.4.17) 对 任何 n < m RE, 
我 们 可 得 右边 的 第 一 项 由 下 式 控制 ， 


[E 1 Fum- ta) -Flimean 


lal<1 


«(ste i L SO °F (umi tn halant 


Ja|<1 
< CTP OLD, 


Re 非 线性 波动 方程 局 部 解 -167- 


另 一 项 可 类 似 的 估计 , 首先 用 Holder 不 等 式 , |OP(um-1)| < ClOum—i] WR Sobolev 
不 等 式 , 我 们 可 得 


T 1/2 
oe. [|Ouvm—1(t,°) racRs) ° (/ IQ- tran santt 


< C O Um 2(R3 Ba ul „uK 3 3 
gR, D limt lee D 10O - p uK) z2qo;r] xr): 
再 利用 (4.4.18) 得 上 式 右边 的 第 一 个 因子 可 由 OO) 控制 ; 由 上 一 步 , 得 另 一 项 可 由 
O(T/2Q-(m™-D) 控制 。 
类 似 的 讨论 可 用 到 (um —1)Q(ug,_1, um — uy). 如 果 工 如 同 (4.4.21) 我 们 有 


5 O° T2000.TixRs) < CT C027», 


lal<1 
其 中 Co 如 同 (4.4.16), 

这 些 讨论 也 能 用 来 讨论 (4.4.21) 中 的 另 一 项 的 估计. EKE, Vcr IHE 
可 由 

lum — wm)» > 19>Q@(0o lz (4.4.23) 


|al<1 


r 1/2 
+ sup >》 ||O%(um(t,+) — Um—1(t,-))Ilzaqsy ° (f lce ed) 


OstsT | [<1 


来 估计 , 其 中 范 数 是 取 在 [0,T] x R? 中 的 . 注意 到 由 Sobolev 定理 和 能 量 不 等 式 
lum — um-illz= < C sup S> NO (wm(t,) — Um—i(t,)) Mhz 


OStST la |<2 


lA 


CI f NE lumota) = FCm- ta) lzdt 


Ja}<1 


CT? Co Y, 
由 于 由 上 一 步 Djagi O° Q(uins um) lle = O0), 我们 得 到 (4.4.23) 的 第 一 项 


< C'T? 270D ， 


lA 


(4.4.23) 中 的 另 一 项 能 由 同样 的 方式 估计 , 由 Sobolev 定理 
SO? sup > [O° (um(t,-) — um- rz >, NO° Qu un) lr. 


OstST lal<1 lal<i 
这 样 I7 满足 与 了 同样 的 界 . 这 意味 着 如 果 CT? < 1/2, W 


5 [O° (F (um, Un) — F(um-1, Wn 1) N20TIxRs) < CT C0270». 
la|<1 
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这 样 ，(4.4.16) 当然 成 立 ， 
如 果 取 工 三 1 , 我 们 看 到 就 有 (4.4.20) 成 立 . 这 就 完成 了 证 明 . 
对 于 波 上 映照 型 方程 


| 口 = Djk Ty Ulu u"), T=1,...,N, 


u(0, -) = Í. Oru(0, -) =g. 


利用 第 三 章 的 波 Sobolev 空间 的 双 线 性 佑 计 , 可 以 得 到 更 好 的 结果 : 
定理 4.4.3 wRn>2,5>n/2, 则 上 述 波 映照 型 方程 的 Cauchy 问题 在 万 sx He! 
中 是 局 部 适 定 的 。 
这 个 定理 的 具体 证 明 可 参见 [33,39], 证 明 需 用 波 Sobolev 空间 技术 。 
注意 到 波 映照 方程 的 Sobolev 临界 指标 是 1/2, LEA Klainerman, Mache- 
don, Selberg 等 证 明 的 局 部 适 定性 结果 是 最 优 的 . 相应 的 Besov 空间 情形 的 结果 是 由 
Tataru [63] 给 出 的 . 对 于 目标 流 形 是 2 维 的 紧 流 形 情形 , H 弱 解 是 整体 存在 的 . 最 
近 , 陶 哲 轩 对 于 齐 次 范 数 五 "2 小 的 He PHA, s > n/2, 证 明了 Cauchy 问题 弱 解 的 
整体 存在 性 . 在 一 些 特殊 情形 , 如 径 向 对 称 等 有 一 些 更 细致 的 结果 . 但 仍 有 一 些 重要 的 
问题 未 被 解决 . 如 目标 流 形 是 及 3 中 的 球面 的 2 维 波 映照 其 局 部 光滑 解 是 否 在 有 限时 
间 产 生 奇 性 或 等 价 地 整体 弱 解 的 唯一 性 问题 等 . 即使 在 等 变 对 称 初 值 的 情形 仍 是 未 知 
的 . 这 方面 的 详细 内 容 可 参见 Shatah 和 Struwe 的 书 [53] 以 及 Ancona 和 Georgiev 
的 文章 [1]. 
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在 得 到 偏 微分 方程 定 解 问题 的 局 部 解 之 后 , 一 个 基本 问题 就 是 这 样 的 解 是 否 可 以 
延展 ? 即 对 于 具有 光滑 初 值 的 解 随时 间 的 演化 是 否 会 出 现 奇 性 或 发 生 破 裂 ? 如 果 解 会 
在 有 限时 间 内 破裂 ， 我 们 要 知道 何 时 何 处 破裂 ， 是 解 本 身 破裂 还 是 某 导 数 破裂 ， 以 及 
一 个 破裂 解 是 否 在 某 种 意义 下 可 以 作为 一 个 弱 解 延 拓 等 . 在 这 一 章 我 们 主要 介绍 F. 
John [24] 的 一 些 关 于 经 典 解 破裂 的 例子 ,以 加 深 对 波动 方程 的 理解 . 


85.1 ” 半 线 性 方程 解 的 破裂 


偏 微分 方程 解 的 一 种 简单 奇 性 就 是 解 本 身 或 其 导数 在 有 限时 间 T 成 为 无 穷 , 这 
样 的 解 已 经 形成 奇 性 旦 并 不 能 被 延 拓 ， 我 们 称 这 样 的 7* 为 解 的 破裂 时 间 . 目前 证 明 
解 的 破裂 的 方法 多 数 是 将 偏 微分 方程 转化 成 解 的 某 泛 函 的 常 微分 不 等 式 , 但 由 此 得 到 
的 多 数 破裂 定义 并 不 是 真正 的 证 明 解 的 破裂 , 而 是 证 明 解 在 某 时 间 后 不 存在 . 

例如 考虑 波动 方程 


8u — Au + f(u) =0. (5.1.1) 
其 非 线 性 能 其 E 可 写成 


BO 的 = | (Glu? + Blvu + Po)dz (5.1.2) 


其 中 F(u) = fy f(u)du. 
EH 5.1.1 设 f AR f(0) = 0. 对 所 有 的 UER HEA 


uf(u) < (2+ £)F(u) (5.1.3) 


对 某 E > 0 成立 , 则 如 果 以 是 (5.1.1) 满足 紧 支 集 初 始 条 件 的 光滑 解 , 且 有 E(u)(0) < 
0 成 立 。 那么 这 样 的 解 u 在 有 限时 间 内 破裂 。 

注 5.1.1 如 果 取 f(u) = mu — julu, m (5.1.3) 对 任何 p > 1 Re, wR 
flulPt*da 控制 f(u]? + |Vul? + mu? jdr, 能量 E 是 负 的 。 如果 振 幅 选 得 非 
常 小 (LO 范 数 )， 非 线性 项 至 少 在 f0) > 0 情形 可 由 线性 项 来 控制 . 这 时 已 <0 不 
能 满足 ， 我 们 将 会 知道 这 样 的 一 个 解 可 在 p 3 时 不 再 破 孜 。 然 而 随后 的 结论 是 说 如 
R 了 (0) = 0,， 即 使 是 小 解 也 可 以 破裂 . 这 也 告诉 我 们 阻尼 可 以 阻止 解 的 破裂 的 发 生 。 

注 5.1.2 定理 的 条 件 E <0 Tum RAK EDO, 设 


1/2 
大 aaazln > (26 [wank ) 
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定理 5.1.1 的 证 明 注意 到 我 们 处 理 的 是 经 典 解 , 有 E < 0 是 常数 ,， 且 解 是 局 部 存在 
的 . S I= i fude. 计算 可 得 


d2 了 


Sz = @+20) /lalds + 20 f lvulds 


+ fie +4a)F(u) — uf (u)jdz — (2 + 4a)E. 


选取 a = £/4, 由 假设 知 后 两 项 是 正 的 . 丢弃 梯度 项 , 用 IRZ, 然后 用 Schwarz 不 
等 式 可 得 


I(I" + (24+ 4a)E) > (1+a) J ruaz f wax > (1+a)(I’)?. 


S H(t) = I(t)—E(t+7)?, W HH” > (1+a)(H’)?, 选取 r 充分 大 使 得 H’(0) > 0, 可 
48 J = H-° ROI" (t) <0 Ml J(0) > 0, J'(0) < 0, 因此 J(t) < J(0) +tJ"(0) < 0, 
这 样 存在 一 个 了 使 得 7(T) = 0, 即 若 解 直 到 T 存在 , M4 t ZTE f ude 一 co。 
定理 5.1.2 考虑 方程 

Ozu — Au — Jul? = 0, 


如 果 1 <p<sy(n—-1), HP y(n) = 4424/5 44)? +2 & ny—-1)/2 =141/7 
的 正和 根 ， 则 存在 这 样 的 解 不 论 它 所 满足 的 COR”) 初 值 如 何 的 小 , 它 都 不 能 整体 存在 . 
注 5.1.3 这 个 定理 的 证 明 将 依赖 于 波动 方程 解 的 表示 .m = 3,7(2) =14+V2, F.John 
证 明了 所 有 CP?( 民 3) WARR, 在 其 他 维 数 情形 定理 的 条 件 就 分 别 成 为 nn 二 1， 
lL<p<wjn=2,1<p<(34V17)/2,n=4,1<p< 2. 在 一 维 情 形 ,任何 破 
RMER LA tc 平面 的 Cl 非特 征 曲线 上 成 为 无 穷 , 在 这 条 ThA wR” L (5.1.3) 
的 解 由 常 微分 方程 Ou = uP 控制 。 常 微分 方程 或 许可 以 控制 带 有 标准 的 非 线 性 项 
f(u) = -lu Plu 的 波动 方程 解 的 破裂 .作为 一 种 方法 的 介绍 ， 我 们 给 出 Glassey 对 
n=3 情形 的 证 明 , 且 我 们 将 会 作 更 进一步 的 讨论 ， 

证 明 ”对 于 任何 满足 fule, Ode > 0, f Biu(z,0)dz > 0 的 CP IE. HERE 
{|z| < k} F, 令 J(t) = f udr, 积分 原 方程 得 


J" = J lulPda > JPe(1 +t), (5.1.4) 


这 里 我 们 用 了 Holder 不 等 式 以 及 u 的 支 集 条 件 . 另 一 方面 , 由 方程 以 及 基本 解 R > O 
我 们 有 


t 
u(t) = wo(t) + f R(t — T) * |u(r)| Pdr > uo(t), 


其 中 wo(t) 满足 (8? 一 A)uo = 0,uo(0) = u(0),&uo = Bu(0)). Hh 3? fuo = 
0, f uodz = cl+czt. 由 假设 知 cl cs > 0. 此 外 , uo 的 支 集 在 {t-k < |x| < t+k} =A 
中 . 因此 ,由 Holder 不 等 式 ， 


1/p 
cl 十 cot = J uodz < J udx < c(1 + t)2(p-D/p (J az】 . 
A A 
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这 样 由 (5.1.4), J” = f lulPdx > c(1 +t). 注意 到 J(0) > 0, (0) > 0, 有 
J>cl+t)*?, J’ >0. (5.1.5) 
组 合 (5.1.4)(5.1.5) 可 得 , 对 于 < > 0, 


J" Jite pe} o(] + t) 73-1) 


J He + HETI] + 3e 
J1+ec(] + t)7#, 


tv IV 


EF u= (p—1)*+e(4—p), 由 于 1<p<1+V2 和 小 ,有 0<p<2. 用 J>0 
乘 不 等 式 得 
(JYP > (Jea + t)¥) + IED. 
这 样 
J'(t) > (J? e(1 + t) 7#) — JI+s/2c(1 + H2, 


J(t) > € (o 一 efu + Doaar)) 


这 样 存在 一 个 时 刻 T, 如 果 所 考虑 的 解 到 那 时 依然 存在 , 也 有 当 t ZT S(t) — 
十 CO 


进而 有 


下 面 我 们 给 出 F. John 对 n = 3 时 Ou = tw 的 所 有 紧 支 集 CO 初 值 解 在 有 限 
时 间 破 裂 的 一 个 证 明 . 一 个 平凡 的 反例 u(t, x) = 6(1 +t)? 说 明 为 了 迫使 (5.1.6) 的 
解 破裂 , 当 |z| 大 时 对 初 值 f,g 的 小 性 假设 是 必要 的 . 或 者 说 要 保证 解 的 破裂 , 初 值 的 
整体 有 界 性 是 必要 的 . 虽然 是 有 限 传播 速度 ， 初 值 在 无 限 远 处 的 性 态 在 足够 长 的 时 间 
后 可 以 影响 到 任何 点 . 

定理 5.1.3 (n=3 时 Ou = ?2 的 解 的 破裂 ) 设 u(t,c) 是 


Du = uu — Au = u? (5.1.6) 
在 {(t,2)|t>0,c € R} 中 满足 初始 条 件 
ultimo = f (2), utl=0 = 9(7) (5.1.7) 


的 一 个 解 ， 其 中 了 和 9 AR PARAR. Nu. 
WER 设 对 于 某 个 o, 当 |z| > o 时 ， 


f(x) = g(x) = 0， (5.1.8) 
由 唯一 性 定理 在 区 域 jz| >t +o 中 
u(t, x) = 0. (5.1.9) 
设 u 是 一 个 非 平 凡 解 , 则 由 同一 个 定理 得 知 , 对 于 |z| < o 不 能 有 
u(0, £) = (0,z) = 0. (5.1.10) 
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应 用 定理 到 vw = w(o — t, r), v 仍 是 Dv = v2 的 一 个 解 . 我 们 看 到 对 于 |z| < 20 不 能 


有 


ula, xz) = (0, x) = 0. 


否则 就 意味 着 (5.1.10). 
我 们 把 微分 方程 (5.1.6) 转化 为 一 个 关于 球面 平均 函数 


_ o 1 
ult, r) = nha u(t, r€é)dwe, 


的 积分 不 等 式 , UA r ERR. S 


从 (5.4.13) 得 到 对 填 t > 0,7 ER, 
(TU) — (TU)rr = TW 


成 立 . 因此 , 由 (5.4.14) 
ultr) = U(t,r) + Vit,r), 


其 中 


r+t 
Ur) = OT t+ (rr t) + J ‘pg(p)anl 


V(t,r) =a 人 pw, p)drdp, 


Ry 是 pt FM PAV (r,t), (7 一 t,0), (r + 4,0) 为 顶点 的 三 角形 ， 
我 们 应 用 这 些 公式 到 满足 
Q<r<t-—oa 


(5.1.11) 


(5.1.12) 


(5.1.18) 


的 点 (r,t) 上 ,由 于 支 集 在 |p| <o 上 pf le) 和 pg(p) 是 p 的 奇 函 数 ,我们 有 


U(t,r) = 0. 


此 外 , 由 于 pir, p) 关于 p 是 奇 的 ， 
u(t,r) = V(t,r) =z Ih, p(T, p)drdp, 


其 中 Zne 是 由 下 式 定义 的 。 


Zre={(p,7):t-r<tT+p<t+r,7-p<t—r,7 > 0}. 


4 r 一 0, (5.1.20) Æ t > o 中 趋 于 


W0) = | p- p, o)àp: 


(5.1.19) 


(5.1.20) 


(5.1.21) 


(5.1.22) 
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作为 推论 , 我们 不 能 得 到 对 所 有 满足 o <t < 30 yt MSE 
u(t, 0) = 0. (5.1.23) 
事实 上 , 由 (5.1.22) Al wT > O, (5.1.23) 意味 着 在 o <t+|z| < 30 中 
u(t, z) = 0. (5.1.24) 
特别 地 , (5.1.11) RZ, 这 是 不 可 能 的 . 这 就 推 得 存在 一 个 to 使 得 
z(to,0) #0;o < ty < 30. (5.1.25) 
由 于 (to, 0) = w(to,0) = u?(to, 0) = 如 (10,0) > 0, 我 们 有 
T(r, p) > p (5.1.26) 
F T = to, p = 0 的 一 个 邻 域 中 成 立 . 由 (5.1.20), 有 
ult, r) > 0 Xt- r= to, r > 0 成 立 . (5.1.27) 
t= tor = 0 Æ Zret 的 一 个 顶点 ， 


RIEP T H RRR, 最 后 证 明 吉成 为 无 穷 . 从 (5.4.21), (5.1.13) 
我 们 得 到 


w(t,r) > mt, r)’. (5.1.28) 
我 们 引入 区 域 
T = {(p,T):40 < p+7T < 60,0 <T-p< 30}, (5.1.29) 
则 
c=1/2 J I pib(r, p)drdp > 0. (5.1.30) 


这 是 因为 在 与 了 相交 的 射线 7 一 p= to,p > 0 的 点 上 石 是 正 的 , RS 是 半 带 形 
S={(p7):60<T+p,30 <T~p<4o), (5.1.31) 
则 对 (r,t) € S,T C Zne. 随后 由 (5.1.20), (5.1.30) 
ui(t,r) > S, 对 (7,t) € S. (5.1.32) 


下 面 我 们 设 
0<r<t—6o, (5.1.33) 
W Sre 为 矩形 


Srt = ZreN S = {lp T):t-r<T+p<t+r,3o<r-—-p<4o}. (5.1.34) 
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由 (5.1.20), (5.1.28), (5.1.32) 对 (5.1.33) 中 的 (r,t) 我 们 有 


1 
u(t,r) > F) pT? (r, p)drdp (5.1.35) 
e 
> —1 
> xl fe drdp (5.1.36) 
2 
> © f f @+r-30) arap (5.1.37) 
Sr, 
2 
= ——~ > (5.1.38) 


t+r—30 t+r 
更 一 般 地 对 于 (5.1.33) 中 的 (r,t), Tr) 满足 不 等 式 


ultr) 2 ro Gana (5.1.39) 
其 中 常数 Ci k, q 满足 
C>0,k>0,q>0. (5.1.40) 
RNS ABE 
Tre={(p,7T):t-—-r<tt+p<t+rj60<7T-p<t-—r}, (5.1.41) 


包含 在 Zp. 应 用 (5.1.20), (5.1.28), (5.1.39) 我 们 发 现 


TO 60)? 
>£ = Sh, eae Tard. (5.1.42) 


Ala=-7T+p,80=7-p 作为 积分 变量 , ERB Tre 中 


p> 1/2(t-r— 8) B <t-r, 


我 们 发 现 


C? t+r _ t—r 2k 
u(t, r) > waco |. a da f (t-r -— B)(B — 60) d8 


C? (t — r — 6a) ?k+? 


~ Ik + DOk IEEE- NaH (5.1.43) 
> C2 (t 一 一 6a )2k+2 
T A(2k+2)2(f+r) (t—r)2atl 
对 j =0,1,2 我 们 由 
Co = c20, ko = qo = 0, (5.1.44) 
2 
Cy41 = Tak +3)’ kj+1 = 2k; + 2, Qj+l = 2q; + 1, (5.1.45) 
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定义 序列 Cy, ky, gj。 
则 由 (5.1.35), (5.1.43), 对 于 0 < 了 7 <t—6o 和 所 有 j =0,1,2--- 


u(t,r) > Ct +r) Ht -— r — 6a) (t — r)” (5.1.46) 


解 递 推 公式 (5.1.44), (5.1.45), 我 们 发 现 


kj = IH — 2:9; = 2) -1, (5.1.47) 
e 了 . 
C; = exp[% (log Co 一 5 21 log(2't* — 4))]. (5.1.48) 
i=] 
这 样 
u(t,r) > far exp[2? W;] 
T= ey r(t—-r—bo P ” 
其 中 
W; = logCo +log Ct—"—60) log(2:+2 — 4) (5.1.49) 
j= Elo 8 tr g “1. 
> log Cp + log =~ Er- 60)" os *log(2**? — 4) = We. 


显然 , 存在 一 个 常数 y 使 得 对 t-r > y Wo > 0. 因此 , 当 7 一 co 时 , 对 于 
t-r>yr>0, 我 们 有 
u(t,r) = co. (5.1.50) 


特别 ， 
u(y, 0) = a(Y,0) = oo. (5.1.51) 


解 4 并 不 是 整体 的 而 有 一 个 生命 长 度 T <y, 与 假设 矛盾 。 

如 果 我 们 仅 关 心 某 些 特 解 的 破裂 ,我 们 可 以 用 更 简单 的 比较 讨论 , 这 可 以 仅 利 用 
初 值 的 局 部 信息 来 获取 结论 . 考虑 Rn < 3 中 的 方程 Ou = flu) 以 及 初始 条 件 
u(0, z) = uo(z), us(0, z) = u(x), 其 中 f 非 减 . 设 对 于 |e] < T, wl > b, b 是 常数 . 
还 假设 存在 一 个 常数 a, 使 得 如 果 |z| <T, 4 n = 1, (n = 2,3) EF uo > a (up =a). 
那么 , 我 们 可 以 推 得 以 下 情形 的 解 在 了 之 前 就 已 经 无 界 了 : 

(1) b> 0, At SS (+ fZ f(s)ds) "dz <T. 

(2) b < 04m f° (02 + fZ f"(s)ds) dz- f? (+ fZ f"(s)ds) dz <T, 3 
ou ENTE b + /5 f'(s)ds 的 小 于 a 的 最 大 的 根 . 简单 地 说 常 微分 方程 we = flw) 
满足 初 值 (a,b) WEET 之 前 已 是 无 穷 。 如果 我 们 能 保证 在 w 破裂 的 区 域 中 成 立 
u > w, 则 我 们 就 得 u 必 在 w RAS RA. 
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85.2 形 如 Utt = C? (uz) Ure A FE 的 破 裂 


本 节 讨 论 一 个 空间 变量 的 方程 
Utt 一 C (uz) Ure = 0. 


及 Cauchy 初 值 
u(0, xz) = f (7x), ui(0, x) = g(x). 
其 中 c, f g 是 其 变 元 的 C” 的 函数 .另外 假设 
C(uz) > 0ic (uz) #0, 


以 及 对 于 |x| > c， 
f(x) = g(x) = 0. 


(5.2.1) 


(5.2.2) 


(5.2.3) 


(5.2.4) 


设 u(t, z) 是 (5.2.1) 的 一 个 解 , zt 平面 中 与 之 相 联系 的 两 族 特征 线 分 别 定义 为 


rh g 一 =c(uz(t,x)) 对 t > 0; 
r= 对 于 t = 0, 


T2 ， ot = —C(uz(t, 2)) 对 t > 0; 
[ese 对 于 t = 0. 

考察 ws 沿 这 些 曲线 的 导数 

Wy = Unt 一 CUzrr; W2 = Uxt + CUrz. 


容易 验证 , 沿 


re dt = 9, (wi wiwa), 
ma rT? 

duz dwg d, > 

d WH Gp T g 2T weer). 


(5.2.5) 


(5.2.6) 


(5.2.7) 


(5.2.8) 


(5.2.9) 


这 些 方程 的 形式 说 明 , 如 果 在 特征 线 [2 的 一 个 点 处 wz = 0, 则 沿 整 条 FT2 上 w = 0; 
类 似 地 如 果 在 Di 的 一 个 点 处 wi = 0, 则 在 整 条 TH Ew = 0. & ult, z) 在 上 半 平 
H t> 0, 一 00 < x < œ 中 整体 存在 . 每 族 特征 线 覆 盖 这 半 平 面 . 发 自 初 值 支 集 端 点 
z = o, t = 0 的 特征 线 , 分 这 半 平 面 为 六 部 分 . 我 们 分 别 依次 以 反 时 针 记 五 个 无 界 
的 部 分 为 I, M, HI, IV, V, 剩 下 的 一 部 分 记 为 VI，( 见 图 5.1) 由 (5.2.8), (5.2.9) 和 
(5.2.4), 在 区 域 L H, V 中 w = w = 0. 因此 在 I 和 V 中 也 有 wx = 0, 这 样 在 III 
中 wz 为 常数 . 此 外 , Æ U P w= 0, # IV 中 wi = 0. 这样, 在 五 个 无 界 区 域 的 每 一 


个 中 , wz 满足 某 个 形 如 
ut + a(u)u, = 0 
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> 
Dao 、 


N 


wi=w2=0 
u=const. 


70 A C td x 


的 Burgers 方程 . 在 I 和 V 中 , 特征 DY? 分 别 是 了 一 c(O)t = A,r + c(0)t = p. 
在 区 域 II 中 , 沿 着 特征 线 Ti, w = 0, wi = 2uzt。 由 (5.2.8)uz 为 常数 , 这 意味 
着 c /ce = 常数 , Am (5.2.8) 有 


dunt 


dt 


因此 , 除非 沿 所 有 Ti, Sus < 0, 在 I 中 的 Th 的 某 点 处 zt 成 为 无 穷 , 由 
(5.2.3)6 = sign(c' /c) = +1 处 处 由 相同 的 值 . 这 样 , 在 I 中 除非 Sus, < 0, 解 的 破裂 
发 生 . 为 阻止 解 的 破裂 在 IV 中 同样 的 条 件 是 需要 的 . 

设 VI 的 顶点 坐标 为 To to, 即 特征 线 TL, 和 T2 的 交 线 . 在 任何 固定 的 +> to 
的 直线 上 ， 


d 


0= Jilt ajde =5 f Sunlt war, (5.2.11) 


由 于 在 属于 H 部 分 的 直线 上 buzt = 0, 在 其 余部 分 urn < 0, 这 就 得 到 对 
t > to, Uzxt(t, xX) = 0. 我 们 随后 也 发 现 对 于 t to, Urt =OWR ur =u =u=0.z 让 
时 间 道 向 我 们 也 有 对 于 0 < t< tou 二 0. 这 样 我 们 得 到 如 下 的 结论 : 

如 果 clus) 满足 (5.2.3), 具 紧 支 集 初始 条 件 的 (5.2.1) 的 非 平 几 解 u 一 定 在 有 限 
时 间 内 破裂 . 
注 5.2.1 如 果 初 始 条 件 有 如 下 形式 

u = f(x) = e(z), us = 9(7) = ed (zr) 对 t = 0, (5.2.12) 

HP e>0,¢,p €CH(R) 国定 .。 解 的 破裂 发 生 在 1/s 阶 的 时 间 诗 = 下。 解 的 二 阶 导 
数 在 时 刻 了 能 为 无 穷 , 而 U, Ur, Ut GRA, 


注 5.2.2 (5.2.1) 的 平面 波 解 u 是 在 Ut 和 ur 之 间 存 在 一 个 函数 关系 的 解 。 或 在 
UtUz PRAE (uur) 区 域 中 退化 为 一 维 的 解 。 在 这 个 意义 下 ，t 在 每 个 区 域 
I,IL,II,IV,V 中 都 是 一 个 单 波 解 。 例 如 在 IP, RNA wo = Utr 十 Cuzz = 0， 
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这 与 (5.2.1) 一 起 也 意味 着 Un + CUr 一 0。 这样 uy 和 uy 的 Jacobian Ug — Use — uz, 
AR, 更 细致 地 ,在 II 中 , 没 任何 曲线 Tl u 和 tz 为 常数 . 这样 , ATP, Ut 和 Uz 
RMAF RRA. 在 区 域 VI F, u 一 般 不 是 单 波 ,， 它 的 性 态 不 其 了 解 。 我 们 仅 能 说 
的 是 对 三 小 , Mu 接近 于 线性 方程 。 具有 相同 初 值 (5.2.12) 线性 方程 


ut — C(O0)uzz = 0 (5.2.13) 
的 解 . 
注 5.2.3 存在 处 处 为 音波 的 (5.2.1) 的 特 解 . 例如, 我 们 取 wolt,c) = 0. 这 种 情形 当 
f(a) +e(f'(x))f" (a) = 0 时 出 现 . 在 这 种 情形 , 在 每 条 TA E, uz = f(A), ut = gA). 
随 之 有 TI 是 直线 

z = A + elf) (5.2.14) 
类 似 地 g'(x) 一 c(g (x) f (xz) = 0 导致 另 一 类 型 的 单 波 解 . 


85.3 n=3 hf un = C (Wu) Au 的 径 向 解 的 破裂 


考虑 三 个 空间 维 数 的 方程 


Utt = elu) Au, (5.3.1) 
其 中 ce Cp (R), 满足 
c(0) = 1,c(0) =a £0. (5.3.2) 
我 们 可 以 假设 
Q > 0， (5.3.3) 


这 只 要 用 —u 来 取代 u 就 知 这 是 合理 的 . 
对 (5.3.1) 的 一 个 径 向 解 


u(t, x) = u(t, |z|) = u(t,r), (5.3.4) 


(5.3.1) 就 成 为 
(ru) = c? (ut) (TU) pr. (5.3.5) 


由 于 (5.3.3) 有 球面 对 称 性 , 径 向 解 来 自 于 初始 条 件 
u(0,r) = ed(r), ui(0,7) = ev(r). (5.3.6) 
BRIT 6 A wv der 的 C8* 函数 , A 


o(r) = P(r) = 0, 对 |r| > o. (5.3.7) 


第 五 章 经 典 解 的 破裂 与 奇 性 的 形成 .179 . 


在 rt 平面 中 对 应 于 (5.3.5) 的 解 ult, r) 的 两 族 特征 线 分 别 定义 为 


dr 
S = cluz), 
ri: | ao Á w) (5.3.8) 
dr 
de ~e(u )， 
Te: | reco -a (5.3.9) 


沿 着 特征 线 我 们 有 的 两 阶 导数 之 间 的 某 种 组 合 关系 , 在 这 里 由 于 (5.3.5) 中 7 
的 出 现 就 有 些 复杂 . 令 


1 1 
w 一 za Crt) — (ru)re] = ag lt (curr — Urt) + 2cur — utl, (5.3.10) 
1 1 
w2 = wc (Creer + (ru)re] = 元 (curr 十 Urt) + 2cur + wt]. (5.3.11) 
沿 特征 线 TI 
du c dw d 
e = z (2cw2 ut); IE = or [2c(w? 一 wiwa) + Ut (Sw 十 w2)]. (5.3.12) 
沿 特征 线 了 2 
du C dw d 
az = (2cwl + uz); Te = 元 [2c(w2 — wgw) — us (3w2 + w)). (5.3.13) 


由 假设 (5.3.7) 对 |r] > o+t,u,wi,we 为 0, 对 于 入 > oT} 就 成 为 直线 了 一 上 一 入 
对 于 u< 一 0,Th RRA r+ t= p. 

解 的 破裂 时 间 的 估计 来 自 于 (5.3.12), (5.3.13). 在 此 仅 作 纲要 性 地 介绍 , 严格 的 
证 明 可 见 John 的 文章 [28]. 

我 们 首先 注意 到 在 初始 阶段 , u 接近 于 线性 方程 


(rubu = (ru) pr (5.3.14) 
具 相同 初 值 (5.3.6) 的 解 
€ r+t 
Win) = = tor t+ or D+ f pylolan| (5.3.15) 
r r—t 
沿 着 (5.3.14) 的 一 条 特征 7 一 t= 二 入, 我们 立刻 可 以 验证 
w? = 1/2[r(ue, — u?,) + 2u? — u?] = ek(N), (5.3.16) 


其 中 
k(A) = 1/2[2¢'(A) 十 Ag (A) 一 YO) = AY (A). (5.3.17) 
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类 似 地 在 直线 了 十 上 一人 上 


wy = 1/2[r(ue, + uo.) + 2u? + uP] = -ek(—p). (5.3.18) 
由 假设 (5.3.7) 函数 oA), YA), kA) 对 | 和 | > o 为 零 . 令 
k= max k(A) = k(p). (5.3.19) 
显然 , k> 0, 但 我 们 说 对 于 非 平凡 的 $Y, 
k > 0. (5.3.20) 
如 果 有 上 = 0 意味 着 
o> J kaa = 5 f SD +00) — AW(A)]dd = 0, (5.3.21) 


随后 就 有 
R(X) = 0; KA) +k) = —S AWA =0; YA) =0 


diya 
DOS (A) + (A)] = 0; g(A) = 0. 
由 (5.3.16) 对 大 的 t, 因此 对 大 7 十 t, 沿 直线 7 一 t= 二 入 ,有 
w? = ek(d); w? = 0, (5.3.22) 


而 由 (5.3.15)u 和 uP 是 e/t 阶 的 . 因此 , 只 要 非 线性 可 以 忽略 , 沿 着 原来 非 线 性 方程 
的 特征 线 TA 我 们 能 用 含 w? 的 项 来 控制 (5.3.12) 的 右 端 . HET) 上 对 大 的 t 也 有 1/r 
接近 于 1/t, 以 及 ur 和 ueh, MAMER ca 1, d wa. 代入 非 线性 位 相 (5.3.12) 中 
含 wt 的 项 , X kA) > 0 是 主要 的 . 这 意味 着 沿 TL 
N Sw; wy = ek( 入 ) 对 有 界 的 t. (5.3.23) 

这 就 可 导出 
加 ek(A) 
~ y= eak(A) logt + o(e) 

因此 ， 当 接近 于 时 间 t = exp(1/eak(A)) 时 , 在 II E, wi 能 成 为 无 穷 . 在 接近 
于 exp(l/eak) 的 一 个 时 刻 , 满足 入 ~p 的 下 上 破裂 将 是 最 早 的 . 

一 个 严格 的 分 析 说 明 事 实 上 对 于 (5.3.1) 的 径 向 解 , 生命 区 间 T 满足 


w (5.3.24) 


， 
lim supe log T < aK’ (5.3.25) 
另 一 方面 ,我 们 还 可 以 说 明 
， 1 
lim infe log T > K (5.3.26) 
这 样 ， 实 际 上 1 
lim e log T =K (5.3.27) 
因此 , 对 于 具有 紧 支 集 初 值 条 件 的 〈5.3.1) 的 径 向 解 , 对 于 小 的 ©, 其 生命 区 间 比 


平面 波 解 大 得 多 ， 
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§5.4 n=3 EY Ov = 2u.ve 的 解 的 破裂 


设 v = v(t, xc) 满足 方程 


Ov = vy — Av = uvu (5.4.1) 


及 初始 条 件 
v(0,2) = f(z), v(0, £) = g(x), x € RÌ. (5.4.2) 


(5.4.1) $224 c= (1 — 2v) 1? 时 的 (5.3.1). 设 f, g € C2(R3), 对 |z| > o 满足 


f(x) = g(x) =0. (5.4.3) 
定理 5.4.1 如 果 
= = ff fio — g?(x)|dzida2dx3 > 0, (5.4.4) 
RI (5.4.1), (5.4.2) 的 解 在 有 限时 间 内 破裂 .更 精确 地 ， 当 
16a 3 
T > 20 exp( 一 一 3 ) (5.4.5) 


H, RAER v € C?((0,7) x R’). 
证 明 证 明 要 用 (5.4.1) 的 球面 对 称 性 . 这 允许 我 们 得 到 一 个 意味 着 破裂 的 球面 平均 
不 等 式 . 由 唯一 性 定理 我 们 得 到 对 于 |z| > o +t, 


v(t, x)=0. (5.4.6) 
4 
t 
u(t, z) = f v(s, x)ds. (5.4.7) 
显然 , MF |x| > o +t, 
u(t, z) =0. (5.4.8) 
u(0, z) = 0; u,(0,2) = f(x), (5.4.9) 
Ê Du — u2] =0. (5.4.10) 
因此 ， 
u = w(t, z), (5.4.11) 
其 中 
w(t, z) = uz (t,£) + h(x); A(x) = g(x) — 9° (2). (5.4.12) 


设 一 个 C™ 函数 p(t, zx) 在 以 原点 为 中 心 , 7 为 半径 的 球面 上 的 平均 为 5(t,7), 则 
Pr) 关于 7 A C™ RRX. 
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从 (5.4.11) 得 


(1T) — (TU) rr = TW. 
求解 得 


u(t,r) = 二 [tr + ta(0,7 +2) 


(5.4.13) 


(5.4.14) 


r+t 1 
+(r — t)u(0,r — t) + f Pit(0, p)dp] + = J f p(T, p)dpdr, 
r—t Rr,t 


其 中 Rre 是 pr 平面 中 以 
(p, 7) = (r,t), (r = t,0) (r + t,0) 


为 顶点 的 三 角形 。 
应 用 (5.4.15) 到 满足 
t=r+o,r>0a 
的 点 (r,t). 则 由 (5.4.9) 及 偶 函 数 的 性 质 
r+t 


u(0, p); puz(0, p)dp = 人 pf (p)dp = 0, 


r—t 


由 于 wlr, p) 是 p 的 偶 函 数 


u(r +o,r) -5J pw(r, p)dpdr, 对 7 > o. 


其 中 全 是 pr 平面 中 以 
(pir) = (r,r + o), (0,0), (o, 0)(2r + 0,0) 
为 顶点 的 四 边 形 . 由 (5.4.12) 
T/T, p) = T+ (T, p) + h(p). 


J 人 ph(p)dpdr = 2 f ” PR(p)dp = 2L. 


Cauchy 不 等 式 应 用 到 u 44 


由 (5.4.3), (5.4.4) 


uw >t >O. 


f| oepa > ff ot oàpàr 
Tr Tr 


所 以 ， 


(5.4.15) 


(5.4.16) 


(5.4.17) 


(5.4.18) 


(5.4.19) 


(5.4.20) 


(5.4.21) 
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r pto 2 
> f pdp / Tz, (T, pdr. 
o pr-o 


(5.4.22) 


这 是 因为 对 于 7 >o, Tr WRU p=o,p=7,7=p-oMT=p+o 为 边 的 平行 四 


边 形 . 由 于 对 于 T< p—o,t,-(7,p) WE, 我 们 有 


pto 
u(p 十 0， p) = J (p 十 和 一 7)Err(T， p)dr, 
p-o 
这 样 由 Cauchy 不 等 式 
po 
Potop <8/30° Br par 
p-o 


令 
ap + 0, p) =U(p), 
从 (5.4.17) 我 们 最 后 得 到 不 等 式 


L 3 fP, 
U > -一 U tF 
(r) 2 7 I6ro? / PU (PJdp 对 Tr > o. 


H D> 0 及 Gronwall KER 


rU(r) > W(r), 


其 中 Wr) 是 积分 方程 
3 T 
W(r)=L+ Ta p'W*(p)dp 
的 解 . RAR (5.4.27) 得 


3 r 


因此 ,对 于 
r = o exp(160°/3L) 


或 对 于 
t=rto< 20 exp[1603/3L], 


Wr) 不 能 有 界 . 证 毕 ! 


(5.4.23) 


(5.4.24) 


(5.4.25) 


(5.4.26) 


(5.4.27) 


(5.4.28) 


注 5.4.1 稍 加 修改 我 们 能 证 明 当 上 二 0 时, (5.4.1),(5.4.2) 具 紧 支 集 初 值 的 问题 的 非 


平凡 解 在 有 限时 间 内 一 定 破 裂 . 这 样 ， 非 线性 方程 
Ou = uz, 


09 LK XR A BR AE Pu 必 在 有 限时 间 内 破裂 。 


(5.4.29) 


-184.- 非 线性 波动 方程 


AA v= u 将 满足 (5.4.1) 及 具 紧 支 集 的 初始 条 件 ， 


L = | f fw) 0drdrzdes 
= A 


= a f | | Auoe)dedendas. (5.4.30) 
T 


注 5.4.2 定理 的 证 明说 明 对 于 L > O, (5.4.1), (5.4.2) 的 一 个 解 v 在 有 限时 间 内 破 
裂 ， 是 因为 函数 v 和 它 的 积分 由 不 能 保持 有 界 . 这 仍 不 能 排除 有 v 的 二 阶 导数 成 为 无 
穷 , 而 0 及 其 一 阶 导数 仍然 有 界 的 可 能 性 。 定理 仅 给 出 了 生命 区 间 的 一 个 上 界 ， 并 没 
有 其 性 态 的 信息 。 

我 们 能 应 用 定理 到 vv 的 初 值 满足 


f(z) =ed(z), g(x) = ef (z) (5.4.31) 
的 情形 ,其 中 6 > 0,9,W 国定 ， 且 有 紧 支 集 在 |Z| < a 中 ,只 要 


1 
M = — TJ wr)drzidradr3 > 0 (5.4.32) 
An R3 
对 充分 小 的 & > 0, (5.4.4) 就 能 满足 ， 由 (5.4.5)v 的 生命 区 间 T 满足 
160° 
i < 一 一 一 A, 
lim sup log T < 3M (5.4.33) 


我 们 能 比较 这 个 结果 与 前 面 给 出 的 对 径 向 解 的 结果 . 如 果 fe LARA |r| < 
o 中 的 了 的 偶 函 数 ， 则 函数 vlt, r) 是 (5.4.1) 的 一 个 径 向 解 . 将 方程 写成 (5.3.1) 的 
形式 , 我 们 有 a= co(0) = 1. 由 (5.3.27) 则 


lim e log T = 元 ， (5.4.34) 
其 中 K 由 (5.3.17),(5.3.19) AR. Ase (5.4.33) 和 (5.4.34) 仅 在 
M < ÉK (5.4.35) 
时 一 致 , 事实 上 , 这 个 不 等 式 来 自 于 K 和 JM 的 定义 ,因为 由 (5.3.17)，(5.3.19)， 
2K > k(A) +k(—A) = Sawer). (5.4.36) 


这 样 对 0<A 和 <o,， 
APA) = WN) — ov(0) < 2K (0 —N), 
M= f XUA s 2K f (0A — dad = 1/308 K < 16/80. 
0 0 


则 对 TLR (5.4.33) 肯定 不 是 在 所 有 情形 都 是 最 佳 的 , 此外, 假设 M > 0 对 径 向 
的 破裂 不 是 必要 的 。 
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小 振幅 解 指 的 是 时 空中 每 点 处 的 函数 值 接近 于 零 的 解 . 当 人 们 考虑 在 一 个 给 定 状 
态 附 近 扰动 的 许多 物理 问题 时 ， 就 会 对 扰动 方程 的 小 振幅 解 的 研究 有 兴趣 . 这 样 的 问 
题 的 一 个 基本 出 发 点 就 是 如 同 第 四 章 我 们 所 见 ， 人 们 相信 小 初 值 应 该 能 延缓 、 阻 止 解 
的 破裂 的 发 生 或 能 赢得 足够 的 时 间 ， 使 得 解 的 线性 性 质 逐 点 衰减 性 (弥散 现象 ) 起 作 
用 , 从 而 当 t 一 co 时 , 非 线 性 的 效应 得 以 消失 ， 

从 数量 关系 上 来 看 , 由 于 我 们 考虑 的 是 小 振幅 解 , 非 线 性 项 f 性 态 如 何 仅 在 4 二 0 
附近 是 重要 的 。 这 样 只 要 假设 f 在 原点 附近 充分 小 ， 小 振幅 的 假设 仅 用 在 当 t 一 co 
时 与 解 的 渐 近 性 态 的 关联 之 中 .为 解释 这 种 联系 ， 我 们 可 设 解 的 局 部 存在 性 所 保证 
的 存在 时 间 T 依赖 于 初 值 的 某 范 数 ‖uw(0)， 记 所 考虑 初 值 问 题 的 存在 时 间 为 T = 
TUON. BOAR AZ, 得 To = 们 (wm 有。 以 此 类 推 得 到 一 个 存在 时 间 序 
RO 过 五 < <… ,如 果 这 列 Tm 收敛 于 极限 T* < 00, 我 们 得 知 解 在 [0, T*) 中 存 
E. 如 果 我 们 预先 可 知道 | 人 (如 | 是 有 界 的 , 区 间 序 列 的 大 小 并 不 收缩 于 0, 就 可 得 到 整 
体 解 . 由 小 性 的 假设 我 们 可 知 7T* 充分 大 , 但 未 必 无 穷 . 我 们 想 要 T* = 00, 就 需要 对 
解 的 渐 近 性 态 作 出 控制 , 也 即 对 非 线性 项 的 增长 性 提出 要 求 . 例如 我 们 考虑 具 CH 初 
值 是 在 某 范 数 意义 下 有 小 性 的 及” 中 的 方程 (5.1.1). 其 中 的 fu) = Oflu) (u 一 0), 
满足 f(0) = 0, 了 (0) = m? > 0. 如果 p 足够 大 使 得 fu) 足够 小 .我 们 知道 当 
t 一 œ 时 方程 (5.1.1) 解 的 最 快 衰减 率 为 OMI), 4m > 0 时 qd = n/2, 如 果 
m 二 0, 则 d = (nm 一 1)/2. 这 样 非 线性 项 f(u) = O(t-P¢), 注意 到 u 的 能 量 是 由 
f(z < Culpa lulle: 关于 时 间 的 积分 控制 的 , 因此 , ATE OTITO) 
控制 . 如 果 d(p 一 1) > 1 关于 可 积 , 这 样 可 得 小 振幅 整体 解 的 有 可 能 的 条 件 是 : 对 
于 Klein-Gordon FFE p > 1+ 2; 对 于 波动 方程 p > 1 十 二. 

设 工 是 一 个 线性 偏 微分 算 子 ， 人 们 在 将 方程 Lu = f(u) 的 一 个 局 部 解 延 拓 至 整 
体 解 时 , 或 在 寻找 某 种 估计 使 得 方程 的 整体 解 能 得 以 保证 时 , 我们 通常 利用 方程 


u(t) = win + Lo" f(u), (6.0.1) 


其 中 的 Lo! 可 以 理解 成 Duhamel 算 子 . 但 要 从 中 得 到 所 要 求 的 范 数 的 估计 ,我 们 要 
预先 知道 u 的 某 些 其 他 信息 ,如 解 关 于 相同 范 数 或 不 同 范 数 的 其 他 估计 等 . 如 果 它 可 
以 被 某 种 范 数 估计 ， 就 可 以 通过 积分 方程 得 到 更 多 这 个 解 信息 . 不 过 在 很 多 情形 下 这 
是 一 个 困难 的 事 ， 因 为 除了 知道 解 的 某 种 可 能 的 连续 性 外 ,我 们 并 不 太 有 解 的 其 他 信 
E., 但 有 一 个 简单 的 原理 可 以 应 用 : 为 证 明 4 满足 男 一 个 界 , 允许 我 们 假设 u 满足 某 
个 界 , 只 要 在 最 后 能 说 明 一 个 比 假设 的 界 更 强 的 界 即 可 。 这 事实 是 数学 归纳 法 的 连续 
化 ， 称 之 为 连续 性 方法 . 当然， 如 果 已 知 非 线 性 项 关于 解 在 所 要 求 的 范 数 下 是 一 种 线 
性 估计 , 则 由 Gronwall 不 等 式 即 可 得 到 一 个 存在 时 间 与 初 值 无 关 的 局 部 存在 性 结论 . 
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这 样 也 就 得 到 了 整体 解 . 在 其 他 情形 ， 我 们 也 可 以 通过 得 到 某 个 强制 性 的 守恒 量 , 或 
衰减 估计 ,或 利用 线性 解 的 色散 或 耗 散 效果 来 得 到 应 有 的 估计 . 从 而 得 到 整体 解 . 

对 于 经 典 的 Hs 解 , 我 们 将 看 到 ,如果 能 得 到 解 在 时 空中 的 一 致 有 界 性 , 我 们 就 
能 利用 Gronwall 不 等 式 和 局 部 存在 性 将 解 延 拓 至 整体 . 所 以 解 的 LO 范 数 通 常 就 可 
以 作为 经 典 解 破裂 发 生 与 否 的 一 种 判定 ， 


86.1 ” 非 线 性 波动 方程 的 小 振幅 解 


这 一 节 的 目的 是 讨论 非 线 性 波动 方程 解 的 长 时 间 存 在 性 问题 . 如 果 初 值 具有 紧 支 
集 以 及 充分 小 , 我 们 说 明 在 某 种 情形 ， 前 面 得 到 的 拟 线性 波动 方程 的 局 部 解 可 以 延 拓 
到 整体 解 . 注意 到 Sobolev 定理 在 局 部 存在 性 的 证 明 中 起 了 关键 的 作用 , 例如 , 当 我 们 
用 lult, Ollas, s > n/2, 来 控制 jut, e) 时 就 是 如 此 . 为 得 到 更 好 的 定理 ,如同 定理 
3.1.1 所 叙述 的 那样 , 我 们 需要 能 反映 线性 解 的 衰减 性 更 好 的 Kainerman-Sobolev 不 
等 式 . 由 此 , 我 们 不 难 在 某 些 情形 把 局 部 存在 性 定理 的 证 明 修 改 后 得 到 整体 结果 , 最 直 
接 的 是 高 维 情 形 ,只 要 将 Klainerman-Sobolev 不 等 式 取代 Sobolev 不 等 式 于 证 明之 
中 . 更 困难 的 情形 是 n = 3 时 , 我 们 将 要 介绍 由 Klainerman 和 Hornander 给 出 的 ， 
应 用 广义 的 能 量 不 等 式 对 非 齐 次 波动 方程 解 作 出 估计 . 

这 一 节 我 们 先 在 RY" n> 4, 中 证 明 拟 线性 方程 的 整体 存在 性 定理 ,然后 得 到 
y n= 3 时 的 “几乎 整体 存在 性 ”, 在 三 个 空间 变量 情形 一 般 没有 整体 存在 性 . 要 在 低 
维 空间 得 到 整体 存在 性 ,我 们 要 对 非 线 性 项 附加 结构 性 条 件 ， 即 “ 零 条 件 ”。 在 这 一 节 
的 随后 几 小 节 中 我 们 将 对 它们 作出 一 些 讨论 . 


6.1.1 ”高 维 拟 线 性 波动 方程 的 整体 解 


我 们 考虑 形 如 


reno 9 (WOO = Fu’), (6.1.1) 

u(0,x) = ef (£), Oru(0, £) = e9(z), ~ 
的 方程 的 长 时 间 存 在 性 问题 . 将 假设 和 gI © C™ (6.1.1) 的 线性 化 是 具 上 述 初 值 
的 线性 齐 次 波动 方程 . 后 者 的 意思 是 


> 9 *(0)0;0 = O, (6.1.2) 
j,k=0 

和 
F(0) = 0, dF(0) = 0. (6.1.3) 


使 得 F(u’) = O(|u’|?), 如 前 u’ = (Oou,--- Onu) id u WERE, 我 们 将 假设 (f, 9) 是 
给 定 的 具有 紧 支 集 的 光滑 阔 数 . 
我 们 的 第 一 个 结果 是 说 如 果 维 数 足够 大 , © 足够 小 , (6.1.1) 的 解 总 是 整体 存在 的 : 
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定理 6.1.1 it n > 4, f,g € CFP(R"). Fe > 0 充分 小 则 Cauchy MA (6.1.1) 总 
存在 COC? 整体 解 。 

上 面 的 紧 支 集 的 假设 是 需要 的 . BPR, 我 们 能 从 空间 维 数 只 是 1 的 经 典 爆破 结 
果 构 造 一 个 (6.1.1) 的 Cee 解 , 该 解 在 有 限时 间 破 裂 . 例如 , 在 RL xR 中 , 形 如 


Oru — c*(O,u)O2u = 0 


的 方程 , 如 果 c 是 具有 非 零 导数 的 正 函 数 ， 我们 知道 满足 非 平凡 初 值 的 解 总 在 有 限时 
Vi] Py ae 

从 这 一 点 我 们 能 看 到 , 通过 考虑 仅 依赖 于 第 一 个 空间 变量 的 初 值 , 在 没有 紧 支 集 
的 假设 下 定理 不 成 立 . 另外 , 初 值 的 小 性 也 是 必要 的 ， 
证 明 如 前 所 述 , 我 们 采用 证 明 局 部 存在 性 的 证 明 思 想 , 加 连续 性 方法 证 之 . 与 前 不 同 
的 只 是 用 Klainerman-Sobolev 不 等 式 取代 Sobolev 不 等 式 . 

我 们 知道 ,对 于 给 定 的 一 个 E > 0, 存在 一 个 了 > 0 使 得 (6.1.1) 在 [0,7] x R” 
上 存在 一 个 光滑 解 . 由 定理 4.2.2 我 们 进一步 知道 , 如果 < 固定 , 这 样 的 了 的 集合 是 
开 的 , 或 解 的 最 大 存在 时 间 区 间 是 开 的 . 因此 , 我 们 必须 说 明 如 果 0 < = < so, so 仅 依 
HF f Al g, 则 [0, T*) x R” 上 的 C” 解 4 实际 上 能 正则 延 拓 到 闭 带 形 [0, T*] x R” 
E. 

由 局 部 存在 性 定理 可 知 , 我 们 的 任务 是 等 价 于 得 到 当 |a| < (n +6)/2 时 O%u 在 
半 开 带 形 区 域 的 逐 点 界 . & Alt) = Vacs (Eu E -lzy 我们 只 要 证 明 对 于 
E>0 小 ,s 之 了 十 4， 

sup A(t) < œ. (6.1.4) 
O<t<Ty 

为 了 看 到 这 一 点 , 注意 到 由 Klainerman-Sobolev 估计 以 及 交换 子 [6j,T] 或 是 0 或 是 
对 某 个 的 toi, 得 


(+ I+ |) THE) < CC E eT, Ikea 
lal<(n+2)/2 
<” 》 rt)’ Dez. 


lalsia|+(n+2)/2 
这 样 ， 
(T uy (t x)| < COAT ZA + t= lel TAE), [8] < s — [(n +2)/2]. (6.1.5) 
由 此 及 u 的 支 集 的 性 质 可 得 , 如 果 |6| < s 一 [(n + 2)/2], 
fult, s)| < CAH F (+t lel) 2AE). 

由 于 在 解 的 支 集中 满足 t+ 一 |z| = 0t), 以 及 对 于 sa>n+4 

s— [m+2)/2] > [(n+6)/2), 
我 们 得 

sup >, u(t, s)| < 00. 


(t.c)€[0,T*) xR” | <(n46)/2 
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为 证 (6.1.4), 让 我 们 国定 s > n 十 4, 设 4 足够 大 使 得 


Ae 
A(0) < =. (6.1.6) 
由 于 u 满足 (6.1.1), A(0) 仅 依赖 于 初 值 (f,9), 因此 , A 能 选 成 与 < AX, MRB 
言 : 如 果 e 足够 小 , 对 于 任意 的 了 e (0,7.), 则 如 果 0 < t< T, 就 有 
A(t) < 2 (6.1.7) 
W E = {T e [0 T.) : A(t) < Z, F0 < t < T} 由 于 对 全 = 0 已 经 成 立 , 以 及 
A(t) € C([0,T]). 因此 , 集合 E 是 非 空 SHY Axe (0,7) 中 的 相对 闭 集 . 这 样 如 果 我 们 
能 证 明 这 也 是 相对 开 的 , 则 E 就 是 整个 区 间 [0, 7*), 为 此 对 于 任意 给 定 的 TD € E, 由 
A(t) 的 连续 性 , 存在 了 满足 四 < 了 < T*, 使 得 


A(t) < Ae, t € ([0,T| c [0, Ta), (6.1.8) 
我 们 将 证 明 , 如 果 e 充分 小 , (6.1.8) 意味 着 (6.1.7). 
为 此 , 再 次 用 交换 子 的 讨论 ， 我 们 总 能 将 Fe6i RMB OL? 的 项 的 线性 组 
合 , |3| < lal, 这 是 由 于 [, T] 或 为 0 或 对 菜 个 i 为 tô. 这 样 , 由 (6.1.5) 


L u(t, a) < CAe/(1 4+ t)"F ,0<t<T,0 <a] <s~[(n+2)/2]. (6.1.9) 


因此 , 如 果 gi 记 达 朗 贝尔 的 系数 ， 令 rik = g2* — glk (ul), 我们 有 
SO jrit] < ClAe/(1 +t)" (6.1.10) 


和 
Y llôig (t, lew < CHe/G +t) ,0<t<T. 


由 于 这 最 后 的 因子 当 n> 4 时 可 积 的 , 我 们 看 到 
T oo 
exp( | 2》 |ldig?*(t, )llz=dt) < exp( | C'Ae(1+t)~"7 dt). (6.1.11) 
0 0 


下 面 我 们 选取 so > 0 使 得 , 当 0 <e < so 时 ,(6.1.10) 和 (6.1.11) 的 右边 分 别 比 1/2 
和 2 小 . 这 样 对 于 任意 的 £ < co, 我 们 能 通过 第 三 章 的 能 若 不 等 式 和 方程 


Dg (OO Tu = T° 2 t) )0;0,u + (O,0°Ju + D ri (u!)Oj Or, Pu 
= PeF(u’) + (GO, Pu + Y [r (u), ku + > rU Pu (6.1.12) 


估计 (Tuy 的 L? FER, lal < s. 
我 们 断言 右边 的 每 一 项 是 形 如 


alu Tu’ --- Tu’, oil < Jal (6.1.13) 
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的 线性 组 合 , 其 中 至 多 一 个 lal KF (s+1)/2, 和 
a(u’) = O(min{\u’|?-% , 1 + WI}, (6.1.14) 


“4 ju] 小 时 , 这 里 的 alu’) = O(1) = OU + |u|), 更 具体 地 , 当 N = 1 时 , alu’) = 
O(u') = O(1); 4 N > 2 Bt, alu’) = Ow PN). 
注意 到 如 果 s > n+ 4, MA (s+1)/2<s—[(n+2)/2]), HE O<t<T, 对 
于 N > 2, 我 们 能 估计 (6.1.13) 的 L? 范 数 . 事实 上 ,对 于 固定 的 s, 用 (6.1.9) 去 估 
计 除 了 最 高 阶 导 数 项 外 的 Tu 的 所 有 的 逐 点 估计 , 而 留 下 的 一 项 用 L 范 数 , 这 就 得 
到 (6.1.13) 的 L? 范 数 
< Cael +AT A(t), 


其 中 的 Ca 只 依赖 于 4. 如 果 N < 2, 用 (6.1.14) 我 们 能 得 到 同样 的 结论 ， 
这 样 , 如 果 我 们 的 断言 成 立 , 则 (6.1.12) 的 右 端 的 L 范 数 具有 这 个 界 . 因此, 如 
RO<e<eo,0<t<T, 由 命题 3.3.1 得 到 ， 


n—i 


t 
A(t) < 4A(0) + cue f (1+7) 3 A(r)dr, 
0 
再 由 Gronwall 不 等 式 


t 1 
A(t) < 4A(0) ep | 4Cac(1 +7) F dr), 0<4<T. (6.1.15) 
0 


HF n > 4 et, /0 (1 十 T) F dr < co, 选取 co > 0 足够 小 , 可 以 假设 (6.1.15) 的 
最 后 因子 当 0 <s< eo Ht < 2, H (6.1.6) HA (6.1.7). 
我 们 仅 用 包括 非常 类 似 的 与 局 部 存在 性 定理 的 证 明 中 用 过 的 讨论 即 可 验证 断言 . 
事实 上 , 注意 到 (6.1.12) 的 右 端 的 第 一 项 能 表示 为 形 如 


FY (wT Ty 


的 线性 组 合 , 其 中 2 laj| < lal < s. 

因此 , ay 中 至 多 一 个 有 阶 数 大 于 s/2. 这 样 , 与 (6.1.3) 一 起 , 就 说 明 (6.1.12) 的 
右边 的 第 一 项 与 (6.1.13) 中 的 相同 

这 些 讨论 也 说 明 (6.1.12) 的 第 三 项 有 这 个 形式 . 事实 上 , 它 能 表示 成 形 如 


(PrI Tw TH TH OR 


的 线性 组 合 ， 其 中 lal > 0, |ai| 十 … 十 |ay| 十 |8| < |a| 十 1 < s+], 注意 到 在 
Ibla o lal 中 至 多 有 一 个 整数 能 比 (s 十 1)/2 K, 即 知 断 言 的 第 三 项 成 立 ， 

容易 验证 断言 的 另 两 项 成 立 。 事实 上 ， 由 于 [9j6k,Te] 总 能 表示 成 形 如 179, 
18| < la| < s 的 项 的 线性 组 合 , H 72*(0) = 0, 这 导致 (6.1.12) 的 右边 的 最 后 一 项 能 
表示 成 当 N = 1 时 (6.1.13) 的 项 的 线性 组 合 . 为 验证 剩 下 的 一 项 , 由 Poncaré 群 的 
生成 元 与 口 的 可 交换 性 ,上 口 ,Te] 能 表示 成 形 如 TD 的 项 的 线性 组 合 , 16| < Jal. 但 
(6.1.1) BRB 


PAD = TPF (u) -Te >》 rik (wd; Ogu, 
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由 于 我 们 刚刚 证 实 出 现在 右 端的 项 如 同 (6.1.13), DORE TEAL T BT ASHE AR 

由 于 我 们 早 就 说 明了 断言 就 意味 着 (6.1.7), 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

在 低 维 情形 没有 整体 存在 性 , 但 有 下 面 的 结论 成 立 。 
定理 6.1.2 存在 一 个 常数 c, 仅 依赖 于 (f,g) € CER”) 使 得 对 小 的 = > 0(6.1.1) 在 
O<t<T, 上 有 一 个 光滑 解 ， 其 中 


ec/s， n= 3, 
(c/e)?, n=2, (6.1.16) 
1. 


c/£, n= 


n = 3 时 的 生命 区 间 是 1/e 的 指数 型 函数 ,我 们 称 之 为 具有 几乎 整体 存在 性 . 这 要 归 
属于 John 和 Klainerman(1984), 

证 明 ”我 们 只 要 用 上 一 结果 的 证 明 . 事实 上 , 如 前 ， 通 过 应 用 局 部 存在 性 定理 ， 我 们 
看 到 只 要 证 明 , 如 果 < > 0 充分 小 , WE (6.1.1) 在 [0, T.) x R* 中 有 一 个 C% f, 
T. = T,(e) < Te, W 


>》 ， [ult x)| € L°((0,T.) x R”). 
lal <(n+6)/2 


但 这 是 (6.1.4) 的 一 个 推论 . 而 (6.1.4) 来 自 于 说 明 : 对 于 小 的 = > 0 如 果 人 们 假设 
(6.1.8), 其 中 的 A E (6.1.6), W (6.1.7) RX. 

用 与 前 面 的 证 明 相 似 的 讨论 , 我 们 可 得 (6.1.15) 必 成 立 , 因此 0<t<T<T< 
Te, 


A(t) 


lA 


4A(0) expt [ 4Cge(1 + r)~"z dr) 


人 


t 
< Tepl | 4Cae(1 + t) 3 dr). (6.1.17) 
0 
注意 到 当 1 < n < 3 时 , 已 经 选取 的 T: 使 得 
Te n—i 
f e(l +r) Z dr < Cyc, 0<e <1, 
0 


其 中 c 如 同 (6.1.16), 因此 , 如 果 c 和 = > 0 足够 小 , 我 们 有 (6.1.17) 的 最 后 因子 < 2. 
这 意味 着 (6.1.7) 成 立 . 证 毕 ! 

一 般 说 来 ,， 上 一 定理 中 对 的 生命 区 间 的 界 的 估计 是 最 优 的 ， 见 John 的 文章 
[24,27]. 另 一 方面 , 对 于 n = 2 Kn = 3, 如 果 (6.1.1) 与 高 阶 线性 Cauchy 问题 一 致 ， 
我 们 仍 能 说 明 对 小 初 值 的 整体 解 的 存在 性 . 事实 上 ,如果 (6.1.2) 和 (6.1.3) 分 别 由 


Orik(0) = 0,Vj,k, OS m< Kl, (6.1.18) 


和 
BamF(0) =0, 0<m<rk, (6.1.19) 


取代 , 则 我 们 有 下 列 结果 : 
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定理 6.1.3 At n=2 An=3, 以 及 给 定 的 fig € CPR”), 车 & > 0 充分 小 且 
(6.1.18) 和 (6.1.19) 4n=38,6=2;4n=24,6=3, RS. 则 (6.1.1) 有 一 
个 整体 解 . 

定理 的 结论 告诉 我 们 , 如 果 方程 分 别 是 n= 3, 或 n = 2 时 线性 Cauchy 问题 的 
3 阶 或 4 阶 扰动 ， 则 具 小 初 值 的 (6.1.1) 存在 整体 解 . 这 个 结果 的 证 明 与 定理 6.1.1 
的 证 明 的 主要 不 同 是 : 如 果 我 们 假设 (6.1.18) 和 (6.1.19), 则 (6.1.12) 的 右边 是 形 如 
(6.1.13) 的 项 的 线性 组 合 , 其 中 第 一 个 因子 有 更 好 的 性 态 : 


a(u’) = O(min{lu |t", 1 + lu})). 
考虑 到 这 一 点 , 对 固定 的 , (6.1.12) 的 右边 有 L’ 范 数 
< Cae(l +t) T A(t). 
这 样 ,(6.1.15) 能 由 


A(t) < 4A(0) eol f 4Caell + 1) "2 *dr) 


取代 , 对 < > 0 充分 小 , 由 


oo not 
f (l+r) 2 “dr < co 
0 


导致 (6.1.7)， 

如 果 非 线性 项 也 依赖 于 u, 情况 就 会 有 戏剧 性 的 变化 . 例如 ， 如 果 (6.1.1) HA 
端 由 Fuu) 来 取代 , 并 设 F(0,0) 和 dF(0,0) 都 为 0, 使 得 如 在 定理 6.1.1 中 非 线 
性 仍 是 2 次 的 , 则 存在 性 的 结果 就 大 为 不 同 。 例如 ,，F = u? ， 解 的 生命 区 间 不 再 是 
O(exp(c/e”)), 而 仅 为 Ole?) 这 是 我 们 在 上 一 章 处 理 过 John [26] 的 爆破 结果 的 一 
部 分 . AA, WH G(0,0,w”) = 0,G 关于 uw 是 二 次 的 且 关 于 44 有 3 阶 为 0. 这 
样 , 去 掉 非 线性 项 关于 2 阶 导 数 是 线性 的 假设 , Du = Glu, u, u”) 当 n = 3 时 存在 一 
个 整体 解 (这 是 由 Linlblad 和 Sogge [43] 最 近 得 到 的 ). 

再 有 如 果 F =u, WA n = 4 时 对 小 初 值 不 再 有 整体 存在 性 的 结果 , 见 Sideris 
[54] 和 Zhou [69]. 然而 , Mn > 5, M) Ou =u? 存 在 整体 解 , 见 Klainerman 的 文 
章 [31]. 


6.1.2 ” 堆 条 件 和 三 维 波动 方程 的 整体 解 


在 上 一 小 节 我 们 看 到 , 当 n > 4 时 形 如 (6.1.1) 的 方程 存在 整体 解 . 而 当 n = 3 
时 , 由 于 这 时 的 衰减 因子 (1 十"! 不 再 可 积 ,所 以 如 前 的 证 明 就 行 不 通 . 但 这 并 不 只 
是 证 明 方 法 的 问题 . 事实 上 , 当 n = 3 时 , 具 紧 支 集 初 值 的 下 述 方程 


u = (Ou)? (6.1.20) 


的 每 个 非 平 凡 的 C? 解 在 有 限时 间 内 破裂 , W John [27]. 
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另 一 方面 , Nirenberg 给 出 了 看 起 来 相似 的 方程 


3 
Ou = (Gu)? — X (Ou)’, (6.1.21) 


j=l 


如 果 初 值 在 C82 中 且 充 分 小 ， 则 该 问题 总 有 一 个 CO 整体 解 . 原因 在 于 作 一 个 替换 
v= 二 1 一 e *, 这 个 非 线 性 Cauchy 问题 (6.1.21) 就 能 变 为 线性 Cauchy 问题 


v = 0, v(0,x) = 1—e 0), Ov(0,7) = Ou(0, rje TO 


HF u = 一 log(1 — v), 我 们 得 到 如 果 v(t, £) < 1,(6.1.21) 有 一 个 整体 解 . 在 e>0 充 
分 小 的 情形 , 对 于 u(0, £) = ef (x), Au(0,x) = eg(z), f,9 € CPR”) 固定 , 应 用 公 
式 (3.1.5) 即 可 得 结论 成 立 ， 

从 这 两 个 例子 , 我 们 得 到 一 个 结论 : 当 n = 3 时 想 要 有 定理 6.1.1 方式 的 结论 ， 
仅 对 某 些 类 型 的 非 线性 项 是 允许 的 . 为 了 叙述 的 方便 ， 我 们 将 主要 集中 在 讨论 形 如 
Ou = F(u, vw ) 的 方程 上 . 正如 我 们 将 看 到 的 , 现在 要 考虑 的 情形 包括 来 自 于 几何 问题 
的 所 谓 的 波 映照 . 由 上 面 的 讨论 , 如 果 我 们 要 整体 存在 性 的 结果 , 我 们 就 需要 对 非 线 性 
的 二 次 部 分 作 某 种 假设 , 考虑 具 零 形式 的 非 线性 . 在 这 个 假设 下 , 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 6.1.4 设 nn 一 3, 下 满足 形 如 定义 LLIGEAH, 则 对 于 给 定 的 f, g E CER; 
RY), 如 果 < > 0 RD, (44.1) 总 有 一 个 整体 解 。 

这 个 结论 对 满足 适当 零 条 件 的 形 如 Du = F(u w u”) 的 方程 也 成 立 . 然而 ,我 
们 现在 仅 考虑 形 如 (4.4.1) 的 方程 , 对 于 更 一 般 的 方程 的 结论 我 们 在 稍 后 给 出 ,其 证 明 
仅 来 自 于 上 述 定 理 的 证 明 的 修改 , 详细 的 讨论 可 参见 Christodoulon 和 Klainerman 
的 文章 [6,33]. 

定理 6.1.4 的 证 明 中 , 我 们 将 看 到 通过 应 用 定理 3.6.10 和 线性 方程 解 的 衰减 性 可 
以 得 到 Tu = O((1 + |(é,2)|)) |. 有 了 这 个 估计 , 注意 到 (4.4.1) 中 的 二 次 形式 的 特 
殊 性 , 下 面 的 关键 引 理 将 允许 我 们 得 到 它们 的 性 态 像 它们 的 时 间 豪 减 项 的 3 次 误差 的 
项 。 
引 理 6.1.1 设 Q 是 (4.4.4)-(4.4.5) 中 的 一 个 零 形式 , 则 如 果 t > 0， 


[QD < yry Z Teea YO wlt) 


lal=1 lal=1 


证 明 我 们 仅 需 考虑 上 + |z| > 1 的 情形 , 由 于 其 他 情形 是 平凡 的 , 如 果 1 <i <7 <3, 
通过 演算 即 可 得 到 


Qij(v, w) = i [OvQi jw + Qo, vdjw 一 Qozvð;w], 


如 果 t > |x|, 则 显然 有 结论 成 立 . 对 另外 的 情形 , 我 们 需要 用 


3 3 
-Yay xj Qij ; 
O; = PE 0; | PE „l<i<3. 
j=l j=l 
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如 果 A; = 并 ;zjQij/lz|, 这 就 得 到 
Qij(v, w) = |z|*[0,vQj;.w + Avdj;w — Ajvd;u). 


因此 , 对 Qu 的 有 界 性 成 立 , 1<i<j <3. 
对 于 ;= 0,7 之 1 ,我 们 将 Qo; 写成 


Qoi(v, w) = t 1 (QvQojw 一 Ow Nojv), 
就 可 得 到 当 t > jz| 时 所 要 求 的 界 . 对 于 另外 情形 我 们 用 


Qo;(v, w) = ie A (Orva — 0,00, w) + (OvAjw — Ajvõðw)], 


其 中 Aj 如 上 , % = e|! Eja XjQoj = 10, + ro 为 处 理 剩 下 的 零 形式 , 我 们 只 要 
将 Qo(v, w) 写成 
3 3 
Qo(v, w) = t Low — X Noivðiw] = |e [(Q,-vdw — A-vLow) — Y` Oiv Aw], 
t=1 


i=1 


这 就 可 得 到 所 要 求 的 界 。 
有 7 了 上面 引 理 的 结论 ， 我 们 就 可 知道 在 不 变 向 其 场 的 作用 下 olu) 的 界 。 事实 
E, 由 (4.4.6), 容易 得 到 对 于 不 变 向 其 场 了 在 零 形 式 Q 的 作用 为 


PQ(v, w) = Q(Tv,w) + Qu, Pw), 
为 此 ,引入 交换 子 
L, Qw, w) =PQ(v, w) — Qv, w) — QV, Tw). 
显然 , 如 果 工 = 0;, 交换 子 是 0, 另 一 方面 , AREA HHARKA, 我 们 容易 验证 
[Qk Qo] = [Lo, Qj] = 0,0<7<k<3, 
[Lo, Qo] = —2Qo, (6.1.22) 


[Qj Qab] = 6a; Yok — Hak Yo; — 5b; Qak + Hpk Yas- 


使 用 (6.1.22) 和 引 理 6.1.1 我 们 得 到 下 面 的 重要 结果 . 
命题 6.1.1 设 Q 是 一 个 零 形 式 ， 则 对 于 t> 0， 成立 


G+t+lzl) X Qo, w) 


lal<M 


< Cu >》 p So wlm > rw >》 rey}. 


1S<lal<M+1 1<lal< “42 1<lal<M+1 1<|a|< M2 
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因此 , 如 果 Flu u) 满足 零 条 件 , 且 其 二 次 部 分 Fo 如 同 (4.4.3) EX, 则 


Cm Q faa 
》 IP Fo(u’) SIT So Eu JO rou (6.1.23) . 


ja|<M 1<Ja|<M+1 1<lal< Mrz 


为 估计 广义 的 能 量 ， 接 下 来 我 们 要 寻找 一 个 比 关 于 时 间 平 移 不 变 生 成 元 O, 更 一 般 的 
向 量 场 X(68)， 使 得 X(O)vOv 能 写成 一 个 精确 的 散 度 . 为 了 得 到 一 个 非 平凡 的 能 基 
不 等 式 ， 注 意 到 相关 的 能 量 ( 散 度 的 零 分 量 的 积分 ) 总 是 非 负 的 . 这 说 明 ， 相 差 一 个 
Lorentz 变换 , 这样 的 算 子 仅 包括 O; 和 

3 

Xo(0) = (t? + EATA + 2!( >》 ， 2,0; + 1) 

i=l 
的 组 合 . 见 Hörmander [21] 对 这 个 事实 的 一 个 证 明 . A Xo 是 Morawetz 在 研究 
一 个 障碍 问题 的 波 方程 的 衰减 估计 时 引入 的 . 

对 我 们 所 需 的 能 量 讨论 ， 只 要 这 两 个 算 子 的 一 个 最 简单 的 组 合 ， 即 


X(0) = & + Xo(ð) 
3 
= (1+ + |r) + 2Y 240; + 2t 


i=1 
X -Viz + 2t, (6.1.24) 


Heh hy RBG X = (14 2 + |al?, Qty, 2tao, 2trz) BM. 
如 同 第 三 章 第 三 节 , 令 1 = (1,0,0,0), 我 们 可 得 下 面 的 重要 的 公式 


XI(BjoDu = div(X(O)ugov’ — 1/2ga(v',v')X — v71). (6.1.25) 
事实 上 ,我 们 注意 到 div = 8t 和 如 果 Xj j = 0,--- ,3 记 X 的 坐标 ， 


YO ghd; Xrðjvðkv = 2tgo(v',v’). 
j,k=0 


因此 ， 
div(X (Jugov — 1/2go(v', v") X — v71) 
= div((X - v')gov' — 1/2go(v', v')X) + div(2tvgov’ — v71) 
= (X-v)Out+ 》 90 0jv0) XkORY — 1/2g0(v, v')divX + 2t 》 gi! d;(vd;v) 
= (X -v + 2tv)Ou + 2tgo(v',v') — 4tgo(v', v) + 2tgo(v', v) = X(A)vOu 


现在 我 们 计算 与 (6.1.25) 相关 的 能 基 密 度 . 注意 到 


1/2\Lov|? +1/2 XO Qjo? = 1/2( + |x?) v]? + 2AOve Oov 
0<7<K<3 
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Eii 


由 此 我 们 看 到 (6.1.25) 中 散 度 的 零 分 量 是 


eo(v) = XO — 1/21 +t? + Jelg, v) =v? 
1/2(1 +t + |x|?) v|? + 2t0,vd,u z + 2tvd,v — v? (6.1.26) 


= 1/2"? + Lov? + $O |Qyxv|?] + 2tvdv — v. 
O<j<k<3 


设 Eo(t,v) 是 相关 的 能 量 
Eolt,v) = f eo(v) (t, z)dz 
R3 


12 f (\u’|? + |Lou|? + 5 vae f (2tvd,v — v? )dz 
R3 R3 


0<j<k<3 


注意 到 Qvtd,v = 2vLov 一 Di TiO0;v’, 这 样 


f 2edeede = J vtoaz +3 f vaa (6.1.27) 
或 等 价 地 ， 
[ora —v*)dz = /er + 2v*)dz. 
由 此 我 们 得 到 
Lov + 2v||?2 = [Gito + 2tvd,v — v2)dzx. 
这 样 
1 
Bolts) = 5 | wlat S Mole + lov + 2l). (6.1.28) 
0<j<k<3 


为 应 用 第 一 小 节 中 的 估计 , 我 们 需要 包含 不 变 向 量 场 的 L? 范 数 的 能 量 , 具体 地 , 我 们 
要 求 
引 理 6.1.2 存在 一 个 常数 C 使 得 


CT Irv, Iie < Eolt,v) < C >》 E*l, ll. (6.1.29) 


lal<1 lal<1 
证 明 由 (6.1.28) 和 Minkowski 不 等 式 , 其 上 界 是 显然 的 . 为 证 下 界 , 我 们 只 要 说 明 ， 
对 某 个 C, \lv(t, Mie + \|Lov(t, Nee < cEo(t, v). 
对 于 这 一 点 , 如同 引 理 6.1.1 的 证 明 , 设 8; = et EL {Noy = td, + rô 
由 极 坐标 分 步 积分 ， 


jadr 一 J vde- /zeroaodz 
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= J 2tr~!vO,vda + J tr 2u? de. (6.1.30) 
这 样 ， 如果 我 们 用 3/4 R (6.1.27) 的 右边 加 上 (6.1.30) 右边 的 1/4, 我 们 得 
f (2tvðv — v? jdr = J (3/2vLov + 5/40? + 1/2tr uR, v + 1/At2r 2v2)dz. 
因此 
Bolto) = 5 [P+ 5 o- oar 


O<j<k<3 


1 
+5 (cou? + 3vLov + 5/22? )dz 
+5 f (oy +tr-luQ,u + 1/2t2r ?v2)dx. 


H Q, 的 定义 我 们 看 到 第 一 个 积分 是 非 负 的 ， 基本 的 演算 说 明 对 后 两 个 积分 同样 是 对 
的 . 此 外 , 由 于 第 二 个 积分 大 于 (Lov)? +0? 的 一 个 正常 数 倍 . 证 毕 ! 

应 用 上 面 的 结果 和 能 量 积 分 方法 , 我 们 就 得 到 下 面 的 重要 结果 . 
命题 6.1.2 设 v € C?(RY) 对 大 的 工 为 0, 则 如 果 t> 0， 


© Bolt) < 21 + t+ |x|)Ov(t,-)||p2 E(t, v). (6.1.31) 


此 外 ,对 国定 的 M=0,1--- 


> Et, za (6.1.32) 
lal<M+1 

< CY Irevo atc Y [ (a +7 + le) POs, adr 
lal<M+1 lal<M 


证 明 由 于 eo(v) 在 (6.1.25) 中 是 散 度 的 零 分 基 . 


© Folt, v) - Ix (t,x Jaz= | x(e)sDodz 
I + IE, £X vlla + Kt, 2) Ov) z2. 


lA 


{A X(O)v = X -v + 2tu 和 
X -v = ðw + (t, x£) - (Lov, M10, Nozv, Nozy). 
因此 
|X (Øw? < 23v)? + 2\(¢, x)? [Low + 201? + X [20v] 
A(1 + |(t, x)|)?[1/2|O,0/? + 1/2] Lov + 20? + 1/2 X |(Q;v) |"). 


lA 
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ma 


由 (6.1.28), 组 合 这 两 不 等 式 得 到 (6.1.31). 
显然 (6.1.31) 意味 着 


t 
Eo(t;v)!/2 < Eo(0: v)? +f | +7 + |e)Dv(r, ysar (6.1.33) 
0 


由 于 四,T] 或 是 0 或 是 20, 如 果 工 PAA, 这 与 引 理 6.1.2 意味 着 (6.1.32) 
定理 6.1.4 的 证 明 . 如 同 定理 6.1.1 的 证 明 , 我 们 将 使 用 连续 性 方法 . 由 于 局 部 存在 性 
定理 对 形 如 (4.4.1) 的 方程 组 也 是 成 立 的 , 只 要 说 明 , aR u Æ (4.4.1) 在 [0, T.) x R? 
中 的 一 个 Co 解 . 则 如 果 0 < < < so, 其 中 so 仅 依赖 于 (4.4.1) 中 的 f Ag, 我们 
有 Djaja lôu] s LO([0, T.) x RË). 为 此 , 设 uo 是 波动 方程 Duo = 0 具 相同 初 值 
ug(0,-) = ef, Bu(0,.) = eg 的 解 , T 是 一 个 不 变 向 量 场 , 注意 到 Ou = 0, 则 如 果 k 
固定 ， 


a Ae 
各 vol S aq Fe ey (6.1.34) 


对 某 绝对 常数 4 成 立 . 我 们 断言 : 存在 一 个 so > 0 使 得 , 如 果 0 <e < Eo M 


》 [Pult e) < ———__, 0<t<T.. (6.1.35) 
oie (1+t+|z)) risk |)’ 


为 证 定理 , 我 们 需要 对 某 k > 4 估计 这 样 的 界 , 因此 在 下 面 我 们 将 固定 这 样 的 有 &. 由 
(4.4.1) 和 (4.4.2), 我 们 看 到 Tau(0,,) 一 Two(0,:) = O(c”). 因此 , 如 果 e > 0 足够 
小 和 固定 ,我 们 得 到 对 于 充分 小 的 了 0 <T < T*, (6.1.34) 意味 着 (6.1.35) 中 的 界 
在 0<t< 了 上 成 立 . 这 样 , RIER 0 <T <T, 和 


2AE 
laj<k 


然后 , 我 们 断言 , 如 果 © 充分 小 , 则 这 意味 着 存在 绝对 常数 Ao 和 Co 使 得 
SO Meul zs < Ao +e) SF u0, lz (6.1.37) 


lal<k+3 lal<k+3 


在 0 和 上 < 人 上 成 立 . 此 外 , 假如 我 们 能 够 说 明 , 如 果 e> 0 充分 小 , 这 个 不 等 式 和 
(6.1.36), 意味 着 (6.1.36) 的 下 面 的 改进 : 


Y [Peu(t,2)| < Ae octet. (6.1.38) 
jal <k 1+t+ izl 


那么 , 我们 就 能 得 到 : 如 果 e > 0 足够 小 , 使 得 (6.1.38) RÉI T E [0,T.) 的 集合 既 
是 [0,T.) 中 的 相对 开 集 ， 又 是 其 相对 闭 集 . 又 由 于 我 们 已 经 看 到 这 是 一 个 非 空 集合 ， 
这 就 意味 着 (6.1.35) 必须 成 立 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
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这 样 , 我 们 将 定理 的 证 明 分 为 两 步 . 首先 , 我 们 说 明 (6.1.36) 意味 着 (6.1.37). 然 
后 说 明 (6.1.36) 和 (6.1.37) 意味 着 (6.1.38). 
我 们 先 说 明 (6.1.36) 意味 着 (6.1.37) 成 立 . 为 应 用 命题 6.1.2, 我 们 先 注意 到 


FeDu = T° F(u, u’) =T°Fo(u’) + T° R(u, u’). 
其 中 , 如 果 Fou’) 是 如 同 定义 44.1 中 的 PORK, Ru, u) = F(u, w) — Folu’). 
另外 , 我 们 还 需要 估计 如 果 |a| < (k+3)-L=k+2, (1+t+ |r|) 乘 上 式 右边 两 项 
中 每 一 项 的 L? 范 数 . 对 于 这 主要 的 项 , 我 们 只 要 用 命题 6.1.1 看 到 , 如 果 0 <t < 了， 


[G+ e+ le) Fw), re < C 2 Multe Jo IP ult, ze 


|B\<k+3 la|< #4 
2C Ae 
Tar 2 WP ult, rs， 
|B|<k+3 


对 于 最 后 一 步 用 (6.1.36) 和 对 于 大 > 4 有 (kK4+4)/2 < 成立 的 事实 . 剩 下 来 的 项 也 
容易 估计 , 由 于 在 (ww') = 0 三 阶 为 0, 由 Taylor 定理 和 Leibniz 法 则 , TOR 必 是 形 
如 

a(u, u) yO [2 y G2) [93 (93) (6.1.39) 
的 项 的 线性 组 合 , 其 中 |ai| + |a2|+ la| < lal] < k+2, ji =0 3 1, a = 0(1). 因此 
这 里 至 多 存在 一 个 因子 包括 多 于 (k 十 4)/2 阶 的 导数 , 这 样 我 们 能 用 (6.1.36) 看 到 对 
于 固定 的 t 


IO +t+ |z) Ru, w(t, Jlr < Ce + XO PP ul, -lz 
[B|<k+3 


因此 , 如 果 0 <e<1, 且 (6.1.36) 成 立 , 我 们 得 到 存在 一 个 常数 C 使 得 


1G+t+Izh)FeOw( 人 zs < Cied +t SO Pult, llr 
[BI<k+3 


用 (6.1.32), 可 得 


5O Eul, za 
jaj <k+3 

< C 和 row(o, Ie f Coel +r) SD E ulr, zdr. 
la| <k+3 jal<k+3 


由 Gronwall ASR (6.1.37). 

接 下 来 我 们 来 给 出 从 (6.1.37) 和 (6.1.36) 得 到 (6.1.38) 的 证 明 . 

对 于 前 面 取 定 的 A, 使 得 线性 方程 Ouo = 0 WEDE (ef, eg) 的 解 也 满足 
(6.1.34)。 如 以 前 所 指 , 方程 意味 着 Du - Tuy 的 Cauchy MA O(c?) . 因此, 
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由 第 三 章 的 定理 3.1.1, 线性 波动 方程 满足 这 个 初 值 的 解 必 是 O(c? (14+ leh). 因 
此 , 如 果 我 们 对 于 固定 lal < k 能 说 明 , 对 于 充分 小 的 < > 0， 


T dzdt 
3 a 
f 上 Trou o) < Ce?, [al < 2al < (6.1.40) 
成 立 ， 应 用 定理 3.6.10 就 能 得 到 (6.1.38), 事实 上 , 如 果 这 个 不 等 式 成 立 ， 则 由 上 面 
的 讨论 , 由 定理 3.6.10 我 们 有 Tu 一 Tuo = O(s2(1 二 上 十 |z|)-00， 对 于 充分 小 的 
€ > 0, 应 用 (6.1.34) 即 可 得 (6.1.38), 

由 于 口 与 不 变 向 量 场 之 一 的 交换 子 或 是 0 或 是 2 口 , (6.1.40) 当然 是 估计 


dzdt 2 
~ < .l. 
[ 上 IT ult a 1<Ce ， la| <k+2 (6.1.41) 


的 一 个 推论 . 
为 说 明 TO Fola) 满足 这 个 估计 , 我 们 注意 到 命题 6.1.1 意味 着 它 可 由 
G++) So reu? 


ja|<k+3 


逐 点 估计 . 因此 , 由 (6.1.37) 
remeoeajlda < Ce2(1 + t)7 b+ 200e, 


为 估计 祭 项 , 我 们 注意 到 它 是 形 如 (6.1.39) 的 项 的 一 个 线性 组 合 . 如 果 我 们 用 (6.1.36) 
去 逐 点 估计 包含 最 少 导数 的 项 ,和 应 用 Schwarz 不 等 式 估计 剩余 因子 的 积分 ,我们 得 
到 

J IP? Ru, ) (t, 2) [dar < Ce3(1 + t)- 20E, 
由 于 Du = Fy + R, 我 们 得 到 如 果 2Coe < 1, (6.1.41) 成 立 。 


接 下 来 我 们 将 定理 6.1.4 延 拓 到 包括 某 种 类 型 的 非 线性 方程 , 其 中 0;Bxw 的 系数 
人 允许 依赖 于 u. 具体 地 ，Christodoulou 和 Klainerman [36] 的 定理 包括 形 如 


Ou! (t, z) = D50 g*(u, u')0;Onut + F! (u, u'), T= 1, ue JN, (6 1 42) 
u(0,2) = ef (z), du(0,x) = e9(z), 本 


的 拟 线性 方程 组 , 其 中 gluu) 满足 包含 在 下 面 的 零 条 件 
定义 6.1.1 我 们 说 {gi*(w,w)} RRR IR 


3 
gluu) = XO Y gi au? + O(\ul? + u'l’), 


- 200 - 非 线 性 波动 方程 


定理 6.1.5 国定 f,g E€ CORR) 设 Flu,u') 和 {g luu) 满足 零 条 件 ， 则 如 
果 e > 0 充分 小 (6.1.42) 有 一 个 CY RAM, 

如 前 所 说 , 这 个 定理 的 证 明 只 是 定理 6.1.4 的 一 些 技巧 性 的 修改 . 我 们 首先 注意 
到 如 果 

N 
Gu'u") = >》 X giou aju 

1=1 k,l=0 
是 方程 右 端 项 的 主要 项 , 则 Gu, u) 必 是 形 如 Q(u’, Ou) 的 项 的 一 个 线性 组 合 , 其 中 
Q 是 一 个 零 形式 . 因此 , 用 命题 6.1.1, 我 们 可 得 


So EG u< C+ t+ [alt So u XO euj (6.1.43) 


la| <M lal<M+2 lal< “4 


这 是 这 个 结果 的 证 明 不 同 于 前 一 个 的 两 个 主要 附加 的 要 素 之 一 . 另 一 个 是 在 前 面 用 过 
的 , 在 用 到 (6.1.42) 中 0;Oxw 的 变 系数 情形 的 能 其 讨论 的 一 个 修改 . 


6.1.3. 零 条 件 和 二 维 波动 方程 的 整体 解 


我 们 考虑 半 线 性 Cauchy 问题 


| Ou = F(u’), t >0,x € R?, (6.1.44) 


ult=o = ef, Opu|t=0 = £g, 


解 的 长 时 间 存 在 性 问题 , 其 中 Fec” H O° F (0) = 0, jal < 1, f,g € CR?) 如 
果 |z| > M, W f(x) = g(x) = 0, £ > 0 是 一 个 小 参数 . P. Godin [19] 证 明了 ， 如 
果 玉 的 二 次 项 部 分 满足 零 条 件 , 则 有 几乎 整体 解 ; RP 的 二 次 、 三 次 项 均 满 足 零 条 
fe, 则 当 © 小 时 , 存在 整体 解 . 这 一 节 我 们 将 介绍 这 个 结论 . 

我 们 先 介绍 一 些 记号 . 如 果 he Ce°(R?), 用 Ra(E,A), 
€eS', AER, id h H Radon 变换 , BE R(E, à) = faea Rudou), 其 中 do(y) 
WHR (y, é) = 入 中 的 测度 . 记 FE, 0) 为 与 初始 条 件 fg KRH Friedlander 径 
向 场 


F(E, p) = 273r! / OA- pP) (R(E, A) — ARs (E, A))dd. 
p 


可 以 证 明 (14 |pl)?/7|0,F(E, p)| 是 有 界 的 , 4 p 是 正 的 且 很 大 时 F = 0, (参见 [22]). 
如 果 记 (2) = Vai 90°F(0)z*/al, W Ay = max{—Fo(-1,€)AF(E, p), £ € 
S',p € R}, Ap = max{—F3(—1,€)(,F(E,p))?,€ € S',p E€ R} 是 有 意义 的 , H > 0. 
用 Te 记 问 题 (6.1.44) 的 解 的 最 大 存在 时 间 ， 则 由 定理 6.1.2 存在 常数 c, 当 = 小 
时 , Te > c/e?, 
事实 上 , 这 个 估计 可 以 改进 为 lminfe_ ,os7a/2 > 1/Ar. 如 果 |fl+ lgl #0, 从 
当 |p| 一 ce 时 DoF 一 0 的 事实 容易 得 到 A = 0 当 且 仅 当 在 {-1} xS E R =0. 
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这 时 F(u’) = cQ(u’) + Glu UEA cER, Qla) = -a -g BF q= (qqa), E 
% |q| — 0 BT Gla) = Olla?) 4 v = (1 一 er%)/c, W (6.1.44) 就 成 为 


| Dv = (1 — cv)G((1 — cv) vo), 


viizo = (1 — ef) Je, vtlt=0 = ege ef, 


(6.1.45) 


容易 验证 初始 条 件 关于 不 变 向 量 场 的 Sobolev 空间 (这 一 节 所 涉及 的 Sobolev 空间 均 
如 此 ) 意义 下 是 小 初 值 的 , BE \\v(O) || pe < Che 对 所 有 的 有 EN 成 立 . 在 这 种 情形 二 
次 非 线 性 项 满足 零 条 件 , 这样 有 
定理 6.1.6 #4 {-1} xS! 上 , Fy =0, 则 liminfs_,0e? log T; > 1/4;. 
注意 到 如 果 在 {一 1} xS 上 F =0, W Ao = 0. 所 以 进一步 我 们 有 
定理 6.1.7 $A {一 1} xS! +, 形 三 而 三 0, 则 当 e 充分 小 时 间 题 (6.1.44) 有 整体 
解 。 
定理 6.1.6 的 证 明 将 用 连续 性 方法 ,为 此 我 们 先 证 明 一 个 关于 不 变 向 量 场 的 能 量 
不 等 式 : 
命题 6.1.3 设 6 > 0 充分 小 ， 使 得 当 llvllyr. 三 5 时 G 在 (1 一 cv) iv 的 
一 个 邻 域 中 有 定义 。 则 如 果 忆 € N\{0}, R > 0， 则 存在 Ck,Ck,R > 0 KF: 
wR t > 0, v € CM((0,t] x R2) 是 (6.1.45) 满足 supo<s<e vlw < 5 和 
supocs<e(llv(s)Il ytt 十 es) < R 的 一 个 解 ， 则 


fell? +(1+s)|v/ll4 ,ds 
hOla < Cello” (Ore en wth ‘bgt 


证 明 首先 由 Taylor 公式 , 我 们 有 
(1 — ev)G((1 — cv) =} Qulu, v jo” 


I#l= 
其 中 by, 是 其 变量 在 原点 附近 的 光滑 函数 , om = 0? (Ojv)!, u = (Ho, u, u2). 由 能 
其 不 等 式 


t 
|v (Dl < Celllv (oa + |Ov(s)|| z )ds 
和 Gronwall 不 等 式 , 我 们 只 需要 证 明 当 


wighe S R (6.1.46) 


lvllw < SRo) pieg + le 
时 有 以 下 的 估计 : 


Mbulu v WNE < Cr RU ONE igi 十 (1 十 DOE A 
(6.1.47) 
nt 我 们 固定 p, 利用 Taylor AK dy (v, 0’) = polo) + Dyginr val, v)u, 问题 
结 为 以 下 两 个 估计 : 当 lal < k 和 条 件 (6.1.46) 满足 时 , 成 立 


IT pow Olz < Cr rlo Ol igr l Pla, (6.1.48) 
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和 当 |6| = 1 时 , 成 立 


(yeu, v yP DNO < Crelle Ogre TOHO ONS ieza 


lo’) | ae: 
(6.1.49) 
记 po = polv); 当 |y| = 1 HH, 记 pv = pylu, ov). 这 样 , 对 于 [a] < 1, pyu tt) = 
Dj- Jag, 其 中 
Jy = pyt, J= 》 Cor® Fp, tE, 
0<a<20 


Jy3 = 5 Cor p tE, 
a>26 


Co 为 适当 的 常数 . 由 条 件 (6.1.46) 可 得 Jy, Jy2 的 估计 : 
lice < Carlo", lo Ollie, (6.1.50) 


lOl < CR SO IPO Fp, Ole T Y(t) 


0<a<20 


Celle ON ss lo hirer (6.1.51) 


IA 


为 了 估计 Jos(t), 注意 到 Tc-epo 是 形 如 (Poo (VT v) 的 项 的 和 , 其 中 A; € 
N, oi € N’\{0}, E Ajoi =a — 0, 而 且 至 多 只 有 一 个 指标 j 使 得 |oz| > 95", 并 且 
此 时 相应 的 Aj = 1, 设 jn #0, Wp = Sp to, RY h AL 时 on) = 0; alh) = 
1,\o| = 2, 这 样 T9v = 2 ec<8 CT Onv .FP9-two, 其 中 Ce € R, 由 以 上 分 析 知 ， 


[sles < Coa X MEYE) TAO OE a) 
这 里 是 对 满足 4 < 0,20 <a, lwl + iC k i w,¢ A h RKA, 因此 有 


jos (的 ja < Crnu) pieg V E AOIF (6.1.52) 


(6.1.48) 由 (6.1.50)(6.1.51)(6.1.52) 得 到 . 
接 下 来 估计 |?| = 工时 的 | 六 al. 注意 到 TOO, 是 形 如 
alv, Vv PS yG) ... Py 


的 项 的 线性 组 合 , Ha = O1), ++i =a-Ol> l,j = 0K 1i = 
Ll. |G): iG] 中 至 多 有 一 个 大 于 E. 不妨 设 |G) > 8. 第 一 项 用 L? 模 控制 ,其 
RA LO 模 控制 . Aj = 0, 则 Sole < CA +H Olas 4a = 1 则 
ITS’ lr < lv (Ege. BRA IPF pll < Cr rO + Ee Ee, 从 而 


llre < So Pe py Pv II < Cer + HoE Ilo" (Dl. 
20 <a 


ie, (6.1.49) 可 由 (6.1.50)(6.1.51) 及 上 一 估计 得 到 . 


1 用 到 结论 : 如 果 w(t,z),v(t,z) € C”, supp u C {(t,z) : lz) < t+ M}, W (uo) (Olle < 
Cm Paji IE 0E) lju (Elz 


2 
I (e200 


Metin 
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命题 6.1.4 RRKEN,k>7,m>0, F4—-*5 m LK Je(B) > 0, e(m, B) > 0, 
使 得 如 果 v € C”([0,T] x R2) 是 (6.1.45) 满足 Be2log(1 +T) <1 fe e< elm, B) 
的 解 ， 且 如 果 Supo<s<T loll pie, < 6 和 supo<s<T(l + DO yig < 
ME, 则 supgcser lu 的 ax < Je(B)e  suppceer((1 + t) (llv (t)llwr-2 + 
lv(t)l|wr-20)) < Je(Be. 

证 明 注意 到 用 命题 6.1.3 得 到 的 估计 , 其 估计 系数 与 m AX, 而 对 于 (t,x) 空间 中 
有 一 部 分 是 可 以 做 到 与 m 无 关 的 . 因此 将 区 域 分 解 成 两 部 分 作 估计 . 固定 k, 有 些 常 
数 与 & 有 关 , 为 了 方便 , 在 书写 时 我 们 略 去 k. 

第 一 步 : 由 命题 6.1.3 及 初 值 的 估计 , 如 果 me < 1, 则 


2Cm? 


t 
lv Olly < Ceexp(c | me*(1+m*e*)(1+s8)~'ds) < Cee 8 . 
0 
因此 记 7 = jel, 对 于 |8| < & — 2, 由 Klainerman-Sobolev 不 等 式 , 我 们 有 


2Cm? 


ITBv'(t, x)| < Cell +AT t-r) e 2. (6.1.53) 


故 对 于 任何 固定 的 J, 存在 A(m, B, J), 使 得 当 |B| < k—2, 和 t 一 7 > 入 (m, B,J) 时 ， 
有 

TBv'(t, 2)| < Je(1 +T. (6.1.54) 
不 妨 设 A(m, B,1) > 0. 


第 二 步 : AAH r> M 时 , f=9=0, 所 以 当 7 >t+M 时 ,wv = 0. 定义 “BK 
前 带 ” 


1 
De = {(t, £) E Rt x R?,t > Z, =M St—rs Xm,B,1)}. 


RK v(t,z,€), Yt, rE) 4 < 充分 小 (t,x) € Let < Te 时 有 定义 。 我们 用 
p = OK (V) 表示 如 果 deo(m, B), J(B) > 0,(J(B) 5 m 无 关 ) 使 得 不 等 式 


a) < me 


i 
sup, lo (Ss $4 sup (+ SO yg 
<s 


O0<s<T 
< €9(m, B) 成 立意 味 着 plt, x,€)| < J(B)|v(t, 2, €)], 


对 于 了 全 < Ta, £? log(14+T) < He 
= 1 时 , o = O* (Y) 是 指 我 们 能 找到 eo(m), J > 0 使 得 


其 中 (t,x) Dt <T, 4t 


me, 


1 
sup |lv(s)|| ai <6, sup ((1 + s)7lle’(s)Il theo) < 
0<s< 


0<s<1/e wie hes — <1/e 
e < eo(m) 意味 着 当 (t,£) € Ee t = t HM lolt, z, e)lr < J |lvilo~ 成 立 . 现在 固定 
B > A, 书写 某 些 依赖 于 B 的 常数 时 略 去 B. 比如 记 Alm, B, 1) 为 Alm, 1). 
我 们 断言 : 
Tey! = O*(et~2), (6.1.55) 


其 中 lal <k—-4. 
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对 于 待定 的 p > 0, 容易 验证 (可 见 [25](22j)) : 


A(m,1) = O*(e?),r — t = O* (eP), > 一 = O* (e7Pt?); (6.1.56) 


由 (6.1.53) 可 以 得 到 
Tw = O*(e!-?t-2), lal < k — 2. (6.1.57) 
注意 到 rov, e) = 一 JE E2 E&L v(t, s€)ds,€ = rotz, t + M —r = O* (eP) 


则 有 | 
Tv = O*(e1-*Pt-2), lal < k— 2. (6.1.58) 


令 
Xo = —1, X; =§ = rtz; j =1,2, 
记 X = (Xo, X1, X2), 我 们 容易 验证 以 下 估计 (也 可 见 [25]): 
Ow(t, xz) = ~—Xjw(t, z) + Ow tw (1 -+ tt), 7 = 1,2, (6.1.59) 
Orw(t, 7) = —O,w(t, x) + Ow (tw (1 + t)~"), (6.1.60) 
HH rd, = 210, + 290), 因此 , p<, 有 


(1—cv)G((1—cv)7!v') = -F (X) (0)? + O* (e842) + O* (e442) (6.1.61) 


事实 上 
(1—ev)G((1 —ev)710’) = `> @,,(v, v jvt 
|e|=3 
= B(w) + 》 (G,(v,0') — 2,0,0). 


[w|=3 
再 由 (6.1.59),(6.1.57) 及 (6.1.58) 可 得 . 另 一 方面 
Du = r73 (8? — 02)(riv) — (4r?) tv — v7? (21 0p — z261)2u， 
从 而 有 


六 二 (82 — 82)(r2v) + F3(a)(Opv)> = ofr? llollwz) + OM(e Pt? + 1547), 


利用 (6.1.56), (6.1.58) 以 及 k > 4 的 事实 得 


(02 — 02 + F3(x)(Qv)2)(r2v) = O*(e! Pe? + e4543), (6.1.62) 


A w = (3 — ð, + 4F3(X)(Ov)?)(r2v), 由 (6.1.60), (6.1.57),(6.1.58) 和 (6.1.62) 得 


(Bt + ð, + TRE) (O10)? )w = Or(el-2pt-2 4 e4-5P4-F), (6.1.63) 
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利用 (6.1.56) (6.1.57) (6.1.58) (6.1.60), 经 计算 可 得 
w = 2t? ðv + O*(el P71), (6.1.64) 


由 (6.1.57) (6.1.64)  w = O*(e!7P), 和 ôw = Leo Fw + O*(c!-2Pt-2)., 
从 而 有 


1 . 
(Oyu)? = st hw? + O* (e?) 


把 它 代入 到 (6.1.63) 得 


(3 + Opw + A) 3 = O* (e) 2P? + et-5p1-3). (6.1.65) 
WFR p< i. 如 前 记 上 = rlr, 我 们 可 以 说 明 , 4 t= tn, 
w(t, x) = —20,F(E,r — t) + O*(e2), (6.1.66) 
其 中 的 F 是 联系 着 f 和 9 Friedlander 经 向 场 . 


应 用 下 面 引 理 的 可 以 得 满足 (6.1.65), (6.1.66) 的 解 w 的 估计 ， 
引 理 6.1.3 考虑 Cauchy 问题 
23(t) 1 


L(t),t 一 
z + (t), > = 


1 
“)=echtq. 
a=) =eh +4 


这 里 K,h,g € RR,L EC([:,T)). Le 
T 
/ IL(t)|dt < Cel, Ja] < Cet’, 
1 


K< Ko, |h] < ho, 2 Koh? < Bo H##HC Oho > 0 A Ko, BoE R AŻ, MA 

(2) #% Ko > 0, & B > Bo, 则 存在 £o = €0(ho, Ko, C, Bo, B, ô), Cy = 
Ci(ho, Ko,C, Bo, B56) > 0 使 得 当 = < co, e2logT < FH, Liè aii ia A 
[4,7] LAM, BAHLAR |z(t)| < Cie; 

(ii) # Ko <0, #RE>O, 则 存在 与 T ARH Ci = Ci(ho, C, ô, E), 使 得 
E 和 5 时 , 上 述 初 值 问 题 在 [1,7] 上 有 和 解 ， 且 在 其 上 满足 |z(t)| < Cre. 
证 明 由 标准 的 连续 性 方法 , 我 们 只 要 证 明 , 如 果 zx CHE, T) 是 引 理 中 方程 的 解 ， 
WW |z(t)| < Cie. 为 方便 , 我 们 将 用 “ 当 t > OO, z(t) < z2(t)” 指 对 所 有 t+ > t, 
21,29 的 公共 最 大 区 间 上 z(t) < z(t) MIL. S z0 = eh 十 gq。 如 果 有 必要 用 一 z 取代 
z, 我 们 可 以 假设 zo > 0. 设 Z+ 是 Cauchy 问题 


Is 


Zi. = KZ3/t+|L|,t>1fe, Z4(1/e) = 20 


的 解 . 如 果 pl) = zo + Oet’ + fi), KZ3(s)s-1ds, 容易 验证 当 t> 1/e Bt, z(t) < 
Z(t) < Bt), 4t > 1/e 时 , Z(t) > 0. 4K < 0 时 ， 这 意味 着 如 果 € < 
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E, z(t) < Cle. MR, WR K > 0. 则 , 我 人 有 B < KOT, 因此 ,如 果 3 = 
KS3t-1, S(1/e) = zo + Celt®, 当 + > 1/e Bt, P(t) < S(t), MME e7 logt < 1/B 
以 及 = < colho, Ko,C, Bo, B,6), WA S(t) < Ci(ho, Ko, C, Bo, B, de. 因此 , 不 论 
K 的 符号 如 何 , 如 果 te [1/e, 了 7], 我 们 总 有 


Z(t) < Cie (6.1.67) 


成 立 . 如 果 当 t> 1/e 时 总 有 2_(t) > 0. H (6.1.67), Wt € [1/e,T] M0 < Z_(t) < 
z(t) < Cie, 2 的 总 存在 . 在 这 种 情形 就 有 引 理 成 立 . 如 果 当 上 > 1/e 时 , Z(t) 20 
不 总 成 立 , 4 tı = inf{t > 1/e, Z_(t) < 0}, 则 2 全) =0. 容易 验证 , MRt> tr, 
WZ) <0, WE K <0, 4t>h ht, RITA Z(t) > -ILE 这 就 意味 着 z(t) > 
Z_(t) > Celt’, 这 样 , 我 们 可 设 玉 > 0. 如 果 olt) = Celt? 一 此 KZ23(s)s 1ds， 
4 t> t 时, Z(t) < O(t) 成 立 , 显然 WR t> 五 时 ,0 < KOC, 因此 ， 
如 果 W = KW, W(t) = Cetti, 则 当 寺 > ti 时 , 0(t) < W(t). 现在 我 们 
有 W(t) = Celt5(1 — 2K 076+ log(t/t) T. 因此 , RIEA, MR t> t 和 
2K yC2e2** log(t/t1) < 1/2, W Z_(t) 存在 . 此 外 , —Z_(t) < Coe? 由 于 如 果 tE 
[1/e, ti], Z(t) > 0, h (6.1.67), 在 Ko >0 的 情形 , 如 果 4KoC2e2+25 log(t/t1) < 1, 
m4 te [l/e,T] 时 
-Cosl1 < Z_(t) < z(t) < Che. 


由 此 立即 可 得 引 理 成 立 。 

对 于 充分 小 的 ©, (6.1.56) 的 最 后 关系 式 意 味 着 De = U_M<A<Am Deesl WA,E, 
其 中 wy BM t=) 出 发 的 半 射 线 {(t, (f+ 和)E),t 二 

因此 ,对 (6.1.65), (6.1.66) 应 用 引 理 便 可 得 w = O*(e). 

H p < 1/4, (6.1.64) 意味 着 Biv = O*(et-2), 利用 (6.1.58)(6.1.59) M k > 3 
的 事实 可 得 (6.1.55) 对 |a| = 0 成 立 ， 

剩 下 的 可 用 归纳 证 明 对 |a| < 大 一 4 (6.1.55) ARIZ, 

假设 (6.1.55) 对 a 满足 lal <1 <k—5 成立, 我们 要 证 |a| = 1 十 1 时 仍 成 立 . 
在 方程 两 边 作用 Pk 得 


T*v = Vp<a,|ui=3cal (by (v, v' vu), Ca =1. 


由 归纳 假设 并 与 上 面 证 明 类 同 , 可 以 得 到 


(Of + Op + a = O* (elt? + 63471), (6.1.68) 
FH b = D2_9Xjbj(v"),bj 是 某 一 二 次 型 , w = (3 3 + $)(r2T Av), 

由 于 我 们 假设 p < 1/4, 对 于 上 = t, 4 e 充分 小 时 , A w = r? (8 - 8, Ev 一 
iro Pay ibri Prw, BIJT t < Ce’, |\Teu'(t,x)| < Ce(1+t)-1/2, 由 (6.1.56), 
(6.1.58) 可 得 

w = O* (e). (6.1.69) 
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这 样 , (6.1.68) 是 沿 t-r=A,-M <A <X(m,1) 的 线性 微分 方程 , 解 该 方程 , 考 虚 
到 (6.1.69), RA r28, rv = O*(e) ,注意 到 p < 1/4, 由 (6.1.56),(6.1.58) 和 (6.1.60) 
有 

ƏT v = O* (et72),0 <j <2 la| =14+1. (6.1.70) 
这 样 证 明了 

Tw = O*(et72), Ja} <14+1. 
因此 , 也 就 证 明了 断言 。 
由 (6.1.54), (6.1.55) 可 得 


|v waa < J(B)e(1 + t)72,0 <t < Tie < eo(m,B). (6.1.71) 


第 三 步 (在 这 一 步 中 J(B), 20(m, B) 在 上 下 行 中 可 能 表示 不 同 的 正 数 ) 
因为 一 4 > [$], Be? log(1+T) < 1 ,所 以 由 命题 6.1.3 得 


sup |v (ae < 7(B)e. 
O<t<T 


再 根据 Klainerman-Sobolev 不 等 式 及 当 7 > t+ M It v = 0 Ste 


Tov tt, 2)) < J(B)e(1+t)72(M+14t—-r)-2, Jal < k-2,€ < elm, B),0<t<T. 
(6.1.72) 
这 样 完成 了 命题 中 对 vw 的 估计 。 由 (6.1.72) 可 得 


vw a < J(Bje, © <e0(m,B),0<t<T. (6.1.73) 


为 完成 命题 6.1.4 的 证 明 ,我 们 还 需 证 明 断 言 : supo<t<r(1 +t)? llo) llwe-s < 
J(B)e. 

注意 到 oru = F% F° 一 2 8<a,lul=3 Co? (pulo, vja). 如 果 w? 是 Cauchy 
问题 Ow? =O0,0<t< 了， & (ua —Tv)(0,-) = 0,7 = 0,1 的 解 ， 由 Klainerman- 
Sobolev 不 等 式 我 们 有 (1 +t)? |w2(t,2)| < Coc. 因此 若 记 va 为 


vt = Fo, 0O<t<T, 
Hv" Pa = 0, 0 <j < 1, 


的 解 ， 则 断言 归结 为 证 明 当 0 < t < Tle < eo(m,B),|a| <k- 3n, 
(1+ t)2|lv°(t,a)||b~ < J(B)e. 


FH Duhamel 原理 我 们 不 难得 到 


1 t 1 
(14 t)?|v%(t,2)| < Ca ` f J ° F® svava +s) 2ds. 


19|<1 
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TIFO 是 形 如 [7 (plv, v) ar Ojo O 的 项 的 线性 组 合 , 其 中 0 <i, 7,1 < 2, 
o+nt+C+p<0+a H jolin lo] 中 至 多 有 一 个 > [5] M4 O<s<t<Ty,e 
小 时 [P7(oy(v,v'))(s,y)] < I(B), 所 以 
f vo, way 
J(B)llv (s) (452),00 


J(B)e3(1 + s)-3. 


IA 


le(s) yez l la- 


A 


因此 , 由 Be? log(1 +T) < 1 便 可 得 断言 的 证 明 , 从 而 完成 命题 6.1.4 的 证 明 . 
推论 6.1.1 # B > Ao, k CN, MHA ek(B) > 0, Yk(B) > 0 Ei: ve 
C™((0,T[xR2) 是 问题 (6.1.45) 满足 Be?log(1 十 T) < 1 # € < ep(B) 的 解 ， 则 
vwaw < (BE +t? AOSt<T PRS. 
证 明 RME >T, EXE = {t € [0T], supocs< ((1+)!llo(s) e) < 
2J (B)je}. 如果 .及 (B) K, = 小 ， 则 由 局 部 存在 唯一 性 理论 E F 0. we E 是 
[0,7) 中 的 相对 闭 集 . 为 说 明 它 是 开 集 , 我 们 令 ak > 0 是 使 得 不 等 式 | Oll gn S 
AK \ P(E) dieico META tS OM g E CPR: x RZ) RIE. 如 果 < < e(2a,.Jx(B), B) 
和 20, (B Ne <6, 则 由 命题 6.1.4 知 5 是 [0,T) 中 的 相对 开 集 . 这 样 , 当 © < ek(B) 
Bt E = [0, T). 

事实 上 , 我 们 可 以 得 到 更 强 的 结论 
推论 6.1.2 如 果 B > Ao, MW 3e*(B)， 且 对 任 一 k € N,3yk(B) > 0， 使 得 如 果 
v € C™([0,T) x R?) 是 (6.1.45) 的 解 ， 其 中 Be? log +T) <l,e<e*(B), m 


vl < yl Bell +t) 2, (0 <t <T). 


证 明 固定 上 > 3, 如 果 e < ek(B), 由 推论 6.1.1 得 eelle + lv llre < 5( 这 
里 的 6 是 命题 6.1.3 中 的 5) E llu'(t) Iles. <Y (Bell + t)72, (t< T). 

再 由 命题 6.1.3 , [0 (Olla < Y*(B)e, 并 有 当 Jal < 2k 一 4 时 ， 

Tev (t, x)| < (Be +t) 2(M+14+t—-r)-2, 

重复 这 一 过 程 ， 对 se < ex(B), lal < 2k; —4,7 € N, RNA Pvt, x)| < 
y(B)e(1 +t)" 2(M+14t—-r)~2, Hf ko = k, kj = 2kj-1—3 = X (k—3)+3,j > 1. 
EA (6.1.72) 后 面部 分 可 以 得 到 To 的 估计 ,从 而 完成 证 明 . 
定理 6.1.6 的 证 明 H€ k > 1,B > Ao, WHE (B) 和 er(B), EF v E 
C™([0,T) x R*) 是 (6.1.45) 满足 Belog +T) < 1 fle < &(B) KA, I 
当 0 <s <t Bt, Elwe < (Bed + sP. he < er(B), WE = 
{t € o~ + eB?) : 40 < s < tht, ||v(s)|lyeo < wB +7} 显 
然 , E 是 [0, -1 + eB) 中 的 相对 闭 集 .因为 |v(0)|wew < Cre. 所 以 大 由 
to € E, WI suppes<iy |lU(S)Ilwece < 00, 由 局 部 存在 性 定理 ， 存在 ô > 0, 使 得 
v € C™([0,to + 6) x R?) Æ (6.1.45) 的 解 且 如 十 5 < 一 1 十 eB? ,这样 根据 HE 

A 6.1.1, 4 0 < s < tot 6 时, |Ju(s)\lyroce < 2yk(B)e + s) 1/2 < œ, W 

a 是 内 点 ， 从 而 E 是 相对 开 集 。 所 以 有 解 的 生命 区 间 T(e) > —1 + ezz ， 由 此 得 


liminf。,os2logT(e) > oe 
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注 6.1.1 结论 liminf._.ocTl”? > 1/A1 可 由 类 似 于 上 面 定理 的 证 明 得 到 ， 且 更 为 简 
单 . 这 时 只 要 用 简单 的 能 量 不 等 式 


lu!) ire < Calle (O) lyre P OM insane 
和 (6.1.65) 的 类 似 物 


3 


MEASAN = O* (e? 3P? 4 es Pt ye! 2P4-?) 


(d: + Oy )w 一 


即 可 。 

定理 6.1.7 的 证 明 由 对 F 的 假设 知 , 对 q = (90,91,92) J, F(a) = cQ(q) + 
L(q)Q(q) + H(q), AP c E€ R.Q(q) = 4 — d~ 一 (a,q) (a € RË) 是 线性 形 
x, HEC H A(q) = Olat lal > 0). @ v= (1 -e™)/c, WE 


| Dw = (1 — cv) 2L QW) + (1 — ev) H((1 — cv)’, 


1.74 
vle=0 — (1 — ef) /e, v4 lt=0 一 egef, (6 T ) 


对 于 z € C”([0, T) x R?), 记 Br(z) 为 Cauchy 问题 


Er(z) = z,0<t<T,xz ER, 
Z Er(z)=0,t=0,0<j<1,x€R?, 
的 解 . 为 了 研究 (6.1.74) 需要 以 下 引 理 : 
引 理 6.1.4 存在 c > 0 满足 下 面 性 质 : #ROER, T>O0 A uje C~((0,T) x R?) 
FE- BE t, 作为 并 的 函数 具有 紧 支 集 ， 则 


T*u(s 2 ual 2 
(1 + t)|Er(uruz2)(t, x)|? < C( Ef | a I LOO E? ds )( =/ oe ane alien ds). 


证 明 由 Duhamel 原理 , 不 难得 到 


+NErGau)(t | < C F [ (| P9(uyuy)(s,y)dy) — 


lalz1 (1+ s)? 


TË (uru2)(s, y) Tui(s, y) Tua(s Vy 
| 一 一 一 一 一 | 和 N — 5 
(1 +s)? xX (1+ s)? 2 (l+s) 2 


再 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 便 可 得 结论 

设 6 > 0 充分 小 , 使 得 车 olto) < s W H E- eo w 的 某 邻 域 上 有 定 
X, 固定 EN, 使 得 有 > 5. 

A> Te = {t > 0: (6.1.74) 4 fu € C™([0, t) x R2) 且 |v| + |u| < ô}. 

设 plt, z,e) Y(t, z, E€), 4O<t< Te, £ eR’, e HAE. 
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这 一 节 p = ON () 是 指 , 如 果 存 在 co(m) > 0, > 0( 都 与 了 无关) 使 得 不 等 式 


ue + t)2 OOM yig <me,T < Te,€ < €9(m) 
成 立意 味 着 |p zejllzzx < Jyt x elle, (t< T), MEE 6.1.7 可 由 以 下 命题 
通过 连续 性 讨论 得 到 : 

命题 6.1.5 VOl pige = O°(e(l +t)-3). 

WA id KO (6.1.74) 第 一 式 的 右 端 部 分 , 则 Ov = Vgc, CsI?K,Cs ER. 记 
E = En, Ern 如 引 理 中 所 定义 , 如 果 w 是 Cauchy 问题 


Ow? = 0, O0<t<t, 
Ww —T?v)ro0 = 0, OXF <1, 


的 解 ， 则 Te = w? + ecg Ce BT? RK, 如 命题 6.1.1 证 明 过 程 中 提 到 的 ， 对 < 
小 , |w(t, x)| < Cye(1+t)~2, 因此 , 为 了 证 明 命题 6.1.5, 只 需要 证 明 对 |B| < [$]+1, 
有 ET8K = O*(e(1+t)-2). 而 它 又 可 以 从 以 下 两 个 估计 得 到 : 


EY®((1 — cv)? L(v')Q(v’)) = O*(e2(1 + t)72), (6.1.75) 
ET*((1 — cv) H((1 —ev)7'v')) = O*(e2(1 + t)72). (6.1.76) 
以 下 将 证 明 这 两 个 估计 : 


假设 对 0<t<T < Te, 
—1 


则 由 命题 6.1.4 得 , XP O< t< Tyme < 1, 2Ckim? < p< 1/4. 有 


[v (t) || < Cell + tP. (6.1.78) 


这 里 C 5 e,m, T, p 无 关 , Cri 是 命题 6.1.4 中 的 常数 . 
(6.1.75) 的 证 明 : 设 5 > 0 待定 并 令 gw) = (1 一 cv)-2, 在 引 理 中 令 9 二 1 二 6， 
得 
(1+ t)2 EDP (pv) LW) ODE, Dll <C Y AJl), 
和 十 a 一 如 


其 中 | 
DO= (X | IEG) + sas), 


16|<1 


Jolt) = (X | IET ERUN + 8)8ds)2. 
0 


I9l<1 
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设 5 > 2p, HA TTÀ = Pyco Cy, Cy E R,k > 3, 所 以 , 由 (6.1.78), 
D(t) < Ce, 其 中 e < eo(m),0 < t < T,C4e,m, THE. (6.1.79) 
接 下 来 我 们 验证 : MR e < eo(m), 0 < 上 < 了 , 则 存在 与 m,e 无 关 的 C, 使 得 
OT? LAREO < CHA + EBD Ol yigna (6.1.80) 


首先 ， F t0 将 @ Bm QU) = tE cyrwðv, cij € R, RUBS 
VV) = v(l — w), W y = p; pR) = t cyTi(y (0))0. 

因此 , 4 t AO 时 , TIT (y(v)Q(v')) 是 形 如 TH (eo! PL (Yu) ajv, + p 
w<0+a 的 线性 组 合 , 由 于 |z| > t+ M 时 , v= 0, 我 们 得 到 


IET (PQ) Olle Cr+ eM) ST ETO os， 


为 了 方便 , 记 [$] 4+2=1. 则 上 式 中 9 二 zl <L 
如 果 |w| > (MAN), e< so(m), 则 


IET BO < Cle) yig l Pla. 


如 果 |w| < [EZ], 则 由 前 面 的 脚注 ， 
PPP)? Bo 的 za < COl yiglar. 


S pilv) = pv)—p(0), pv Bhar < C Bhar + Gi (vo) Dar. 
所 以 当 e < eom) HY, (Yo) Oller < CO Da HOM pt colle lee 
由 于 当 |z| > t+ MM 时 , v= 0, RITA vtl < C+ M) ()|| ai. 
而 由 (6.1.77) A k > 4 7824 £ < eo(m) Et, 
MENO < CA + E+ MY O prl Dhar 


< C+ (hg. (6.1.81) 


从 而 (6.1.80) 得 证 . 
Hk > 5 & (6.1.78)(6.1.79) 得 , 对 < eom), 0<t<T, 


IEE PORO lze < CHA + eI) + Pe, (6.1.82) 


其 中 C 与 e, mn, TAR. 
另 一 方面 : 当 t 接近 于 0, © 充分 小 时 ， 


PPL? (p(v)Q(v'))(t)|| Ce. (6.1.83) 


故 由 (6.1.82)(6.1.83), 并 取 6 < 1 — 2p,  Jo(t) < Ce, 
这 样 ,估计 (6.1.74) 可 由 (6.1.79) 及 (6.1.83) 得 到 . 
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(6.1.76) 的 证 明 : 由 Taylor 公式 , (1— cev) H ((1—ev) tv’) = S 4 Palv, V JV”, 
其 中 9 CRAMER, v” = Mi-o) = (Homi, ue), WÈ |u] = 4, 
TE (gy(v,v' jul") 是 形 如 


(jv) -T? (uv, v ju), A +0 = B, |r| = 3 


的 项 的 线性 组 合 . 
设 6 > 0 待定, 在 引 理 中 取 b= 1 十 6, 得 


QET (Go NG SC > DL) 
A+0=2 
其 中 h(t) 与 前 面 一 样 ，Lo(t) = (并 ell Jo IPL? (ulv, v)u) + 8)%ds)2 


(6.1.79) 对 于 5 > 2p,e < so(m),0 < t < T MR RA. 
由 (6.1.47) 及 (6.1.77), Xt € < eo(m), 有 


IT T? (ulo vv’ za < CA HT (E) 


I tt2,0) 


这 里 C 5em, T 无关， 
进一步 , 对 天 过 [k/2] 十 2 成 立 . 取 6<1 一 2p, 由 (6.1.78), 4 £ < com), O< 
t<T Bt, 上 s(t) < Ce, 故 (6.1.76) RY. 


§6.2 有 具 小 初 值 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 


这 一 节 我 们 主要 介绍 Klainerman 和 Shatah 关于 当空 间 维 数 n > 3 时 具 小 初 值 
的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 


u+u= F(u,u',u’), (6.2.1) 


AF F 在 原点 二 阶 为 0, F 关于 u” 线性, 整体 解 的 存在 性 定理 . 他 们 的 证 明 方法 分 别 
称 为 不 变 向 量 场 方法 和 法 形式 方法 , 这 两 种 方法 以 及 它们 的 组 合 已 构成 Klein-Gordon 
方程 研究 的 主要 方法 . Klein-Gordon 方程 与 波动 方程 相 比 有 三 个 方面 的 不 同 : 首先 ， 
在 能 其 的 表示 中 含有 的 L 范 数 , 这 会 反映 在 非 线性 项 F 与 方程 的 线性 部 分 的 干扰 
上 ; 其 次 , 衰减 率 比 波动 方程 要 快 ; 另外 ,， 它 与 径 向 向 量 场 Lo 不 能 交换 . 这 部 分 的 主 
要 内 容 取 材 于 [21]. 

考虑 Klein-Gordon 方程 


utut >》 ye(z)O0 Oru = f, (6.2.2) 
j,k=0 


其 中 xo = t. 在 方程 两 边 同 习 2w 再 关于 r 积分 我 们 不 难得 到 如 下 的 能 量 估计 (6.2.3). 
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引 理 6.2.1 设 u & Klein-Gordon 方程 (6.2.2) 的 解 ， 如果 Yipo] < 5, HA 
于 大 的 |x|, u=0, 则 


(we 人 -lfe + lult, Ma)” 


< 2| (i0, J?e + (0 J2)? + f MGs lads exp ( f 20(3)ds) 


(6.2.3) 


HP TCs) = ej eco sup [817 (s, 省 


6.2.1 经 典 的 能 量 方法 


利用 定理 3.5.3 中 的 LO 估计 和 上 面 的 能 量 估计 , 我 们 可 以 用 连续 性 方法 证 明 下 
面 的 经 典 结 果 
定理 6.2.1 设 方程 (6.2.1) PH FCC? 在 原点 有 3 阶 替 点 ,空间 维 数 n> 3, MA 
初始 条 件 
u(0, £) = cug, Ou(0,2) = eu, (6.2.4) 


的 方程 (6.2.1), 对 于 uo, Ul E S(R") 以 及 充分 小 的 < AM u E C% (R117). 

证 明 设 s 是 大 于 或 等 于 2n 十 6 的 整数 ,我们 只 要 对 于 t> 0 证 之 . 解 的 局 部 存在 
性 是 已 知 的 ， 而 对 于 整体 存在 性 ,我 们 将 用 连续 性 方法 证 明之 . 即 若 存在 一 个 依赖 于 
Uo, ui 而 不 依赖 于 eT 的 一 个 数 M, 如 果 下 面 的 不 等 式 成 立 


> ae ult, lez < Me, 0<t<T, (6.2.5) 
la|<s+1 
S> sup |?,u(t,x)| < Me(l +t)", O<t<T. (6.2.6) 
lal<s/2+2 7 


则 只 要 < 足够 小 , 用 M/2 取代 M 上 述 不 等 式 也 成 立 ， 
为 证 (6.2.5) 用 M/2 取代 M 也 成 立 , 用 0%, 0 < lal < s, 作用 到 方程 (6.2.1) 
可 得 


口 + 》 Y*0;0k + 1)O%u = fa, (6.2.7) 
了 天 一 0 


其 中 yI = —OF/Ou', 和 fo RF u W < lal +1 阶 导数 . 令 fos F, HEP 
在 原点 3 NAE, 从 (6.2.6) 可 得 


Ph 人 ZE C(MeP(L+t)™, (Orayt, e) < C(Me +t, OS EST. 


因此 , 由 能 量 不 等 式 (6.2.3) 可 得 


Slut Ihe S Cle+ E f Malsa) (628) 


|B\<s+1 lalss 
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由 Taylor 公式 , (6.2.5),(6.2.6) 以 及 Jo + t)-"dt < oo 我 们 可 得 (6.2.8) 右 端 的 佑 
计 
>》 Now(t, Ile < Ce + C'(eM)®, 0<t<T. 
jaj<s+1 
如 果 M > 2C, 则 对 于 < 足够 小 , 不 等 式 (6.2.5) 用 M/2 取代 M 时 成 立 . 
为 证 (6.2.6) 相应 的 改善 , 我 们 将 方程 写成 


(O+1)0%u = Fy, 


其 中 Fo 是 3 阶 为 零 且 包含 < lal 十 2 阶 导数 , 如 果 |a| < s/2+2,s > 2n+6, M 
la|+2+n < s+1, 对 于 每 一 项 f Fy, |G] <n, 我 们 都 能 用 满足 (6.2.5) 的 两 个 因子 和 
满足 (6.2.6) 的 一 个 因子 的 乘积 来 估计 . 因此 , f |88 F(t,z)ldz < C(Me)3(148)-"/?, 
注意 到 


t t/2 
f (1 +t- 8s)" (1+8) "/2ds = 2f (1+t— s) /2(1 + 8) ™?ds 
0 0 


lA 


t/2 
an2a tym? f (1 + 8) ™?ds 
0 


X n > 3 时 是 有 界 的 , 我 们 用 定理 35.3 的 不 等 式 得 


XO sup |d?,u(t,2)| < Cle + (Me) +4), O<t <T, 
lal<s/2+2 7 


其 中 C 与 M file 无关. 如 果 M > 2C, 即 得 当 = 小 时 用 M/2 取代 M 的 不 等 式 
(6.2.6) E. 


6.2.2 Klainerman 的 不 变 向 量 场 方 法 


为 介绍 Klainerman 定理 ( (34]), 我 们 设 u 是 Klein-Gordon 方程 


Du+u= f (6.2.9) 


具 初 值 之 支 集 在 {x; |z| < B} 中 的 解 . 我 们 可 以 关于 时 间作 一 个 平移 , 使 初始 时 刻 移 
至 t+ 二 2B, 即 
u(2B,-) = uo, Ou(2B,-) = uy. (6.2.10) 


如 果 了 = 0, WK t> 2B 时 , 有 
suppu C {(x,t)||z| < t- B}. (6.2.11) 
如 果 suppf C {(2,t)||z] < t- B}, 这 对 非 齐 次 方程 也 成 立 . 
将 其 用 于 (6.2.1), (6.2.11) 意味 着 02 = t? — |x|? > B(t + |x|) > 2B?, (t,x) € 


suppf. SFA T > 2B, it Gr = {(t,z);t > 2B,t? — |z|? < T?} mM Hr = 
{(t,2);t? — |x|? = T?}. 
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将 方程 Dw +u = f ARR 2w, 并 在 Gr 上 积分 , 得 


zi- 人 (erautuez10+Pdaz= 人 2 furdide+ Bo(2B; u), (6.2.12) 


其 中 Eo(T;u) = f(u (T, x)|? + |u(T, x)| Jdr 是 Klein-Gordon 方程 的 标准 的 能 基 。 
注意 到 Hr 是 类 空 的 , E(T;u) 的 被 积 函 数 是 正 的 , 这 是 由 于 我 们 可 将 它 写成 
|ðu/ðt + x/tðu/Ət|? + (3u/I p?/t? + jul?, P = t? xl. (6.2.13) 
关于 T 微分 可 得 
UT? + eP)? — = TT? + eT 26((T? + aP? — 0, 
其 中 H 是 Heaviside MM. fic E(T;u) = E(T), 
OE(T) Ou T 


ary, POLE 
24/.\1/2 Ou ap \1/2 2 1 1/2 1/2 
< (J far (| (ya) <2 feder) FEIT). 
Hr Hp Ot t Hr 
这 样 
T 1/2 
Br)? < BEB)? + | as( f faz) | (6.2.14) 
2B Hr 


在 G2B N suppu 中 我 们 有 上 < 5B/2, 这 样 标准 的 能 量 佑 计 
t 
Eo(t)"/2 < Eo(2B)"/2 + f f(s, jds 
2B 
意味 着 


E(2B) 


lA 


5B/2 5B/2 
2 f f(s, |ds (ess + f f(s, dies) + Eo(2B) 
2B 2B 


5B/2 2 
2 (mean + ea . 


由 此 代入 (6.2.14) 即 得 ET) 的 一 个 好 的 估计 ,以 后 我 们 通常 忽略 这 一 能 其 在 Gop 
中 的 估计 ， 

用 IY 记 如 下 非 齐 次 Lorentz 群 李 代数 的 生成 元 O/Ot,0/Oxr;, j = 1,---,n, 
t0/Ox; + ZiO/Ot, TjO/OTk 一 TEO/OTj, j,k = 1, e‘ 的 任何 乘 N, 我 们 希望 得 到 
Ju, E'u de h T'u 的 初 值 和 TIS 的 估计 . 为 用 L? 型 范 数 来 估计 Zes 范 数 ， 需 证 
明 如 下 的 Sobolev 不 等 式 


IA 


n 2 
supt" u(t a)? SC >, 


Il<v 


f |I ul?da, (6.2.15) 
Hr 
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其 中 > 是 大 于 n/2 的 最 小 整数 , uc H”, T > 2B, 

事实 上 , 对 于 Hr 上 的 oc, 向 量 场 如 /zj + 7;0/6t 的 作用 相当 于 当 t= (T? 十 
lz|2)22 时 t0/On,; 的 作用 ,这 是 由 于 这 时 的 zj = ti6t/6zj. 因为 对 每 个 a, Ot = 
O(I), (6.2.15) 右 端的 和 可 以 由 


E [T+ la) ov (par, Den = lT? + e), a) 


lal<v 


的 常数 倍 来 控制 . 用 中 心 在 zo, 半径 为 to = (T° + |ao|)'/? 的 球 上 的 标准 的 Sobolev 
不 等 式 , 注意 到 (72 十 lz 十 zol2)72 > 2to —|x| > to, |z| < to, 我 们 即 可 得 证 (6.2.15). 
为 估计 形 如 |Pul2/t? 的 量 , 我 们 用 > 和 上 SPS Ou/Ot 和 Ou/Ox. 注意 到 
T? + JEP + 2r(£/t, £) = \€+72/t? + (1 — |x|? /t*)7?, 


和 
ZJjE — TRE; = TIj(Ek + TEk/t)— £kléj + 72;/t), 


角 导 数 向 量 场 就 对 应 于 
UE; + TL/t), Tjk 一 TEEj, j, k = 1, rea 


如 果 工 是 角 导 数 向 量 场 , \Cul?/e? 可 由 (6.2.13) 估计 ; 如 果 工 是 平移 不 变 向 量 场 的 生 
成 元 ,可 由 下 式 估计 


(T? + |E]?)0°/2t? < (7? + IEPA — |al/t) < 7? + EP + 27(2/t, £). 


如 果 u 是 (6.2.9),(6.2.11) 的 解 , AAS (6.2.15) 和 (6.2.14) 可 得 


(resoa [of [fanas]; 


为 考察 扰动 以 后 方程 的 能 量 估计 , 我 们 设 u 是 方程 


supt” lulz, O <C 5 
Hr 


| 如 <z 


n n 
Du + ut 5 y(t, 2)0;O,u + 》 v(t Z)9i = f 
jk=0 j=0 


满足 (6.2.10) 的 解 ,其 中 的 y 要 求 适当 的 小 . 如 果 对 于 某 wl, 如 下 条 件 


n 
sup >> [Y(t, £)|t?/p? < cn 
J k=0 


n 


AEO DOET (6.2.16) 


iJ, k=0 j=0 
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成 立 , 其 中 cn 仅 依 赖 于 维 数 ， 则 有 能 基 估 计 


T T 
ET) < (sep + af as( f fax)" exp (/ Casas) 
2B Ar 2B 
(6.2.17) 
事实 上 , 用 20,u RFE, EDRED, Hid 


2 n 
E(T;u) = E(T;u) +f (2 5 viy *Opudou — 5y YKO uO) dz, 
HT jk=0 j,k=0 
其 中 vo = 1,v; = —2;/t,j FO. 我 们 可 得 
E(T;u)/2 < E(T;u) < 3E(T;u)/2. 


定理 6.2.2 设 wo,ul E€ CF({z ER"?;|z| < BY, HF FEC? 在 原点 2QHAR, # 
Ægi (6.2.1), 对 于 w/e 满足 (6.2.10), MAF t > 2B, n>3,uRe EP, F 
在 唯一 的 解 ue C™, 

证 明 由 局 部 存在 性 定理 , 问题 存在 一 个 C” f, 4 p = t? lr? < (2B)? 时 连同 
所 有 的 导数 均 与 同 阶 Ole). 设 s 是 > n 十 4 的 一 个 整数 . > 


M(t) = 》 E(t, Plu)”, (6.2.18) 
HS5 


其 中 E 是 由 (6.2.12) 定义 的 能 量 , I 是 阶 数 为 | 的 非 齐 次 Lorentz 群 的 李 代数 生 
成 元 的 乘积 . 我 们 将 证 明 存 在 一 个 常数 M 使 得 , 如 果 我 们 能 证 明 解 对 P< 工 存在 , 则 


M,(t) < Me, 2B<t<T. (6.2.19) 


由 局 部 存在 性 理论 , 存在 一 个 T' > 了 使 得 解 对 p < 全 存在 . 这 就 得 到 整体 存在 性 . 
为 证 〈6.2.19) 我 们 还 是 利用 连续 性 方法 , 即 只 要 说 明 如 果 M 使 得 (6.2.19) W, 则 
用 M/2 取代 M ERI. 为 此 , 我 们 注意 到 


SO supt? u(t, s)| < CMs(7), (6.2.20) 
\I|<s—n/2 Hr 


E (6.2.19) 意味 着 


1/2 
(z rapas) < M(t). (6.2.21) 


U|<s 7 Hr 


i JI < s, 将 TY 作用 到 方程 (6.2.1), 记 ?天 = -OF/Ou", 我们 得 到 


CHO ODOT + YOY OT = fi, (6.2.22) 
7 J 
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其 中 说 = 0, RE UU] = [Jl =s, E 


n 


Dte) YO aed 35 YO tals CMa™., 


j,k=0 i j,k=0 i=0 |I|=|J|=s 


1/2 
(| iPas) < CMAP M(t), 2B<t<T. (6.2.23) 
H: 


由 假设 s 一 n/2 > 3 十 n/2 知 对 于 |I| < 3, (6.2.20) 成 立 . 这 样 Y* 的 估计 是 显然 的 . 
如 果 | 了 | 二 0 我 们 定义 yy = 0M fr = Flu uu") + Dg P*Oj;Oeu. 由 (6.2.20) 
和 (6.2.21) 可 得 这 时 的 (6.2.23), 对 于 | #0, 用 TI 与 口 可 换 性 只 要 讨论 当 T! 作 
用 到 F(u, w u”) 所 得 到 的 项 , 而 这 类 同 于 我 们 以 前 的 讨论 . 将 能 基 不 等 式 (6.2.17) 用 
FH |I| < s 的 方程 (6.2.22) 可 得 


t t 
M,(t) <C (mB) +f Mer"/?4,(r)ar ) exp (/ CnCMer ar) ,t <T. 
2B 2B 


4 e 足够 小 , Ait M 多 大 ， 上 式 的 指数 因子 < 2. 用 Gronwall 不 等 式 ， 对 于 足够 小 
We, 我们 有 


t 
M,(t) < 2CM,(2B) exp ( f 20 Mer-"/?ar < 4C'M, (2B). 
2B 


如 果 M > 8CM,(2B)/e, 这 就 证 明了 用 M/2 取代 M 的 (6.2.19). 

MF n = 2, 除了 要 加 条 件 elog T 小 外 其 余 同 上 述 证 明 可 得 下 面 的 定理 ， 
定理 6.2.3 除 n 二 2 条 件 同 定理 6.22, 则 如 果 = 充分 小 , 存在 一 个 常数 c > 0 使 得 
MAT eel 存在 . 

对 于 n=l, 这 种 方法 不 适用 , 这 是 由 于 (6.2.16) 只 有 当 u = 1/2 WRZ. 


6.2.3 Shatah 的 法 形式 方法 


由 Shatah [52] 给 出 的 mn > 3 时 的 一 个 类 似 的 存在 性 定理 并 不 要 求 初 值 具有 紧 文 
集 , 而 这 一 条 件 对 前 面 Klainermain 的 证 明 是 本 质 的 . 
定理 6.2.4 设 下 EC™ 满足 (6.2.1), 在 原点 2MAR, 且 空间 维 数 n> 3, 则 具 初 值 
(6.2.4) 的 方程 (6.2.1) 对 于 up. u1 E S(R”), © 充分 小 ， 有 一 个 解 u € C% (Rit7). 
根据 对 FF 的 假设 , 我们 可 将 其 写成 


1 
F(u,u’,u") = >》， Ajx(0', 0”)[) ul [OF ul] + R(u, u'u”), (6.2.24) 
j,k=0 


其 中 RR 在 原点 3 AR, Ar 是 关于 作用 在 第 一 个 变量 Olu HAT O  < 2-5 
次 多 项 式 ， 是 关于 作用 在 第 二 个 变量 Bkw WAT 97 的 < 2 一 上 次 多 项 式 , 这 两 种 
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情形 都 是 关于 空间 变量 x 的 . 对 于 D = ið, D" = —ið" 和 u,v € S(R"), Bin 
B(D’, D” Julle] 的 表达 式 关 于 r 的 Fourier 变换 是 


Er 全 (2r) ” fee — 7, Nal — n)6(y)dn. 


DUNE Ae BRT By, 不 再 是 多 项 式 , 使 得 如 果 u Æ (6.2.1) 的 一 个 解 
H 


1 
U= 》 By(D’,D')[uj[Ofu], V =u-U, (6.2.25) 
j,k=0 


则 (Q+1)V = Flu,w,u") 一口 + DU XF u #3 阶 的 . th Leibniz 公式 


Q-A) = > (A+ |") + (2(D’, DY) ~ 1) + 1+ |D"?)) Bix (D', Da} ul [Pu], 
j,k=0 


1 
GPU = >》 Bin(D', DO uafu] + 28/7" ul aft + lulat u]). 
j k=0 
利用 方程 可 得 


Hu = BAu u+ F(u, ww) = -—(|Dr? +1) u +3 F(u, u, u”), 
如 果 j7 =1, Oflu = ôu = (Dsl + ut F(u,u',u"), (6.2.26) 


类 似 地 可 用 上 取代 j. 这 说 明 (O + 1)U 除了 包含 FA F 的 导数 项 外 等 于 


Boo(D', D")(2(D', D") — 1)[u]lu] + 2Boo(D", D”) [ðu] [ðu] 

+Bo1(D’, D")(2(D', D") — Dlul[ðu] = 280: (D', D”) + |D") ðu] fu] 

ee apr Dn 1)[ðu]lu] — 2Bio(D’, D”) + |D"|?) [ul [Oru] 
(2(D' DI 


+81 (D, D”) D") — Db] ðu] + 28u (D', DNA + D'A + D” P lullu]. 
如 果 
Boo(€,7)(2(E,n) — 1) + 2Bir(E,n)(1 IED + Ini?) = Aol, in), 
Bii(€,)(2(E,) — 1) + 2Boo(E,7) = A11 (i£, in), 
Boi (€,n)(2(E, n} — 1) — 2Bro(E, n)(1 + JE?) = Aor (i£, in), 
Bio(E,n)(2(E,n) — 1) — 2Bor(E,n)(1 + ||?) = Alig, in), 


则 前 面 的 表达 式 与 (6.2.24) 中 的 和 式 相等 . 其 解 由 


Boo(E.n) = ((1 — 2(€,))Aoo lié, in) + 2(1 + IEPA + Il?) Ara CE, tm) KE, n), 
Bii (£, n) = ((1 = 2(E, n) ) A (i£, in) + 2Aoo(2€, in) )K(E, n), 
Boi (E,n) = ((1 — XE, n) Aor (4€, in) — 2(1 + [E?) Aro (4E, in) )K(E, n), (6.2.27) 
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Bro(E,n) = ((1 2(£,n)) Aio (i£, in) 7 2(1 + In| Ao (2, in) )K(E, n), 
K(E, n) = (UEP inl? — (Em)? + EP + Inl? + En) 3? 


给 出 . 稍 后 我 们 将 其 精确 化 ， 且 容易 看 到 (O41)V = F(u, u, u") 一 ( 口 + 1)U 关于 
u 是 3 阶 的 . 我 们 将 先 研 究 双 线性 算 子 Bir 的 连续 性 质 . 

i P(z,y) Æ R 中 一 个 连续 有 界 函 数 P(E,n) 的 Fourier MEM, RNA 
Pe S'(R"*"), Ha u,v € S(R”) 则 


P(D',D"\[ul[ul(z) = [ [Pe —y,x2—z)uly)u(z)dydz (6.2.28) 


J [Pw zju(c —y)v(a@ —z)dydz. (6.2.29) 


5| 6.2.2 如 果 PEL (R™™), MF 1< p,q,r <œ fe 1/r = 1/p + 1/q, 我 们 
有 
ÊD, D” fullo]lle < [Plz llellzellulize, u,v € SCR”). 


当 书 是 原点 的 一 个 5 测度 时 , 这 是 标准 的 Holder 不 等 式 . 由 Riesz 凸 性 定理 只 
要 证 明 当 (1/p,1/q,1/r) 分 别 等 于 (1,0,1), (0,1,1) 和 (0,0,0) 的 特殊 情形 . 而 这 是 
(6.2.28) 的 一 个 直接 的 推论 ， 

一 般 说 来 对 于 有 界 函 数 P 要 知道 其 Fourier 道 变换 在 L! 中 是 困难 的 . 但 我 们 可 
以 通过 如 下 简单 的 充分 条 件 来 得 到 
引 理 6.2.3 如 果 对 于 Jal, |G] < (n+2)/2, O87 P(E,n) € L2(R"t”), W P 的 Fourier 
ERA LR) 中 。 
证 明 设 k 是 小 于 等 于 (n 十 2)/2 的 最 大 整数 , 这样 2k > nn 十 1, 由 Parseval 公式 


PERH 
5 J [ie PewPaxdy < ov. 
ja} B|<k 
由 于 f f+ |e?) E+ ly?) *dady < 00, 则 引 理 的 结论 来 自 于 Cauchy-Schwartz 
不 等 式 。 

对 于 = 1, 由 (6.2.27) 定义 的 大 = (AUS? + n? + (En) +3). 由 于 
A(\E|? + In|? + (En) +3 > 2(\€|? + 1n?) +3, 所 以 其 Fourier 道 变换 K Æ R? 中 一 
椭圆 算 子 的 基本 解 , 在 原点 仅 有 对 数 奇 性 , 由 Paley-Wiener 理论 , 它 在 无 限 远 处 有 指 
数 衰 减 , 因而 在 L 中 . 对 于 其 他 情形 , 我 们 有 
引 理 6.2.4 如 果 K 是 由 (6.2.27) RZ, nn > 2, 则 


Pas(é,n) = (1+ EPPA + n?) PKE, n) (6.2.30) 


在 LUR”) 中 当 且 仅 当 2max(a,b)+n < 4 f W(a+b)+n <4, 4 RN>5 Fi 
条 件 来 自 第 一 个 . 这 些 条 件 意味 着 对 于 所 有 的 oa,[ 都 有 Oge Palé n) E (R), 
证 明 WR he RS 上 的 一 个 非 负 连 续 函 数 , 则 可 以 断言 


RE < En >, InP )dédn 
RxR” 
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= Ch // h(X2, XYZ, Y?)(XY)"-H(1 — Z?) "7 dXdYdZ 


X, Y>0, |Z/<1 


aF X = |El, Y = Jn], Z = cos0, 0 HE Fy SSH. 事实 上 , 由 于 在 正 交 变换 
下 积分 不 变 , 对 的 积分 仅 依赖 于 Y = |nl, 故 不 妨 取 7 = (¥,0,--- 0), 则 上 面 的 积 
分 等 于 


Ch L y"- tay ffm r? + E, GY, Y?)r 7 drdéy. 
r>0 
= yr? + £i, Z = 容易 计算 出 & = XZ, r? = X?(1 ~ Z?) 并 且 
X 
代入 上 式 即 得 断言 , 因此 问题 可 归结 为 证 明 


(1+ X2)*(1+ Y¥2)(XY)"- 1 一 zF 
Wl (X2Y2(1 — Z?) 4X24 Y24 12 AXdAYdZ < cx. 


X, Y>0, |Z|<1 


HF n > 2, 故 当 max(X,Y) < 1 RRA t X<Y AY > 1,4 
Y<XHX > 1 的 情形 . 在 第 一 种 情形 , 可 用 Y? RE 1 十 Y? 并 去 掉 分 母 中 的 
14+ X? 得 到 以 下 的 等 价 积 
(1 十 和 2)aXn-IY2p+n-5(1 — Z2) F (X21 — Z?) +1) 2dXdYd2 
{Z|<1<Y, 0<X<Y 
除非 25 十 n < 4, 否则 关于 的 积分 发 散 . 交换 X,Y 则 同样 得 到 积分 收敛 的 必要 条 


件 2atn <4, 当 这 些 条 件 都 满足 , X < 1 时 积分 显然 收敛 . MRR LX <Y 的 
积分 收敛 当 且 仅 当 


X2a+2b+2n~6(y _ 72)"F° (X2(1 一 2G2) 十 1)-2dXd2 < œ 
|Z|<i, X>1 


由 已 得 的 必要 条 件 , 2a + 2b+ Qn < 8, HY |Z| < i RMR. 4 5 < |Z) < 1 时 ， 
可 取 1 一 22 作为 新 的 变量 , 故 剩 下 要 做 的 是 确定 什么 条 件 下 有 


KX 2a+2b+2n—64 "5° (x24 + 1) 2dXdt < o0, 
X>1, 0<t<1 
这 里 
2 


i n—-3 x n—-3 
f te (Xt +1)°dt = x= f tT (t+1) ?dt. 
0 0 
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考察 积 
x2 a 
f t 
0 
如 果 n <4, 4 X > 00 时 ,积分 有 界 . 如 果 n = 5, WA O(log X). MR n> 5, 为 
O(X"™5). 4 n 之 5 时, 由 已 给 的 必要 条 件 可 以 保证 积分 收敛 , 但 当 n < 4 时 , X 的 指 


数 为 2at 2b + In 一 5, 因此 还 需要 条 件 2(a +b) +n <4, 引 理 的 第 一 部 分 证 明 完成 . 
令 工 (5,7) = reay 我 们 有 


1) ?dt. 


L(E,n) > IE? + In?) +3 = 4VIé + InP’, 


AEP In|? — (€,9)*) 2 2 
a(n) = 2(\€|? + mI? UEP? In? — (E n?) 


第 一 个 不 等 式 根据 算术 平均 值 与 几何 平均 值 之 间 的 关系 可 得 . 第 二 个 等 式 与 不 等 式 可 
根据 正 交 不 变性 , 只 考虑 当 7 > 2 时 &j = n = 0 的 情形 . 由 于 


IEI? — (€,n)? = (Erna — Eom)? + OKE + (nl?) > (Es? + I1?) 


j>2 


IED 
~ 4 


这 是 显然 的 . 因此 可 以 得 到 BER < STE n), 由 此 可 推 得 对 Ya, 8 有 


[ag a8T(E,n)| < CaaZ(E,n). 


因为 当 |a| + |G] > 2 时 , 这 是 显然 的 . 由 于 KE MIE n) = 1, 逐次 微分 这 一 方程 可 
得 
|Z K(E,n)| < CogK(E, n). 
因此 
|32 3p Pa (E n)| < CogaplE.n)- 
引 理 得 证 . 
引 理 6.2.5 #Rl<p,qr<o f 1/r=1/p+1/q, 则 


|K(D’, Dllo] < Cn XO aule >》 havle, wv E SR”), (6.2.31) 


lal<z [Bl<v 
Sn>38h, PMY A> (n 一 4)/2 的 最 小 整数 ; 4 n=3 H, v=1;, 4n=1,2 
Hv = 0, 
证 明 on = 1 时 由 引 理 6.2.4 前 面 的 说 明知 大 的 逆 变 换 在 L' 中 ,这样 由 在 这 种 情形 
的 引 理 6.2.2 即 得 (6.2.31). n > 2 时 我 们 应 用 引 理 6.2.4 Fa=b=—v, 我 们 有 


K(é.n) 


(HIERA + MPA HIEP A + I?) YE, n) 
> ， capé?n’KaglE, n), 


lalsu,[B|<v 


Il 
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EK cog 是 常数 且 
Keal€.m) = E + ER) 2 + mP (En). 


由 引 理 6.2.4 得 Kog 连同 其 所 有 导数 均 在 L? H. 因此 ,由 引 理 6.2.3 知 其 Fourier 
道 变换 在 L 中 , 由 引 理 6.2.2, 不 等 式 (6.2.31) 成 立 , 这 是 由 于 


K(D',D" ule] = XO cagKap(D', D")[D'*u] [D0]. 


jal<v,|B\<v 


因为 K 是 实 信 且 为 偶 函 数 , 所 以 其 Fourier EREK. 不 难 知道 这 意味 着 当 
u,v 是 实 值 时 By,(D', D")[ul[v] 是 实 值 的 . 下 面 给 出 定理 6.2.4 的 证 明 , 它 是 基于 定 
BE 6.2.1 的 证 明之 基础 之 上 的 . 
定理 6.2.4 的 证 明 设 s 是 不 小 于 3n + 11 的 整数 . 只 要 证 明 存在 与 = 和 了 无 关 , 仅 
依赖 于 uo, ui 的 数 M, 使 得 如 果 u 是 在 0 <t <T ERE (6.2.5), (6.2.6) 的 解 ， 则 
对 于 = 足够 小 , 用 M/2 取代 (6.2.5) 和 (6.2.6) 中 的 M 不等式 仍 成 立 . 如 前 我 们 可 得 


> [O®ult,-Inz < Ce+O(eM)?, 0<t<T; 
lal/<s+1 


仅 有 的 不 同 是 (eM)? 现在 已 由 (eM)? 取代 . 然而 , 如 果 M > 2C, 对 于 e 充分 小 , 用 
M/2 取代 M(6.2.5) 仍 成 立 . 为 证 (6.2.6) 用 M/2 取代 M 成 立 , 由 (6.2.25) K u 5 
Mu=U+V, 为 估计 当 ly < w= s/2 十 2 时 的 OU, 注意 到 由 Leibniz 公式 对 双 
线性 映照 Bal(D', DY) 成 立 , 我 们 有 


ðU = 5 A. > Bir (D', DOY Hul[a" ð Fu]. 


yEy” =Y 
M p =q =r = œ 时 的 (6.2.31) 得 


>》 PU, <C > sup |8“ teu(t, -)|sup |8 tFu(t,-)}. (6.2.32) 


lyl<u ly tos 
lata. PES +3 


由 于 2w 十 6 Sn+5 < 我们 可 以 设 |Y| < ly 这样 我 们 就 有 |Y| < u/2 和 
IY] + lal < u/2+v +3 < u, (6.2.32) 右边 和 式 中 的 第 一 个 因子 能 用 (6.2.6) tit. 
由 Sobolev 不 等 式 和 (6.2.5), 第 二 个 因子 < CMe 对 于 |y"| + |G) + (n + 2)/2 < 
8/2+2+v4+34+(n42)/2<s4+1 ÈX. 这 样 


JOU (t,)] < C(Me P0 +H, O< 4 <T. (6.2.33) 
剩 下 来 估计 (6.2.25) 中 的 另 一 项 V, 这 本 质 上 与 定理 6.2.1 的 证 明 一 样 . 用 (6.2.24) 
的 记号 R, 对 于 除 二 阶 项 外 的 非 线 性 扰动 
4 


+1)0°V = 0 (R(u,u' u") ~ X Sj(u, u’, u”)) = Fa, (6.2.34) 
1 
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其 中 


1 
Silu, u, u”) = >》 (Bik(D' D(A F (u, wu) [OF ul) 


j,k=0 
+B; (D', DI LO F (u, w, w”), 
S2(u, u’, u”) 2B (D', D") [F (u, u’, u] Ou) + 2801 (D’, D”) ul F(u, w, u”), 
S3(u,u',u”) = 2Bu(D', D")[F (u, w, u [E (u, u, u), 
Salu, u, u”) 2B (D’, D” [Au — ul[F(u, u’, u] 
+2B,,(D’, D) [F (u, u’, u"))[Au — u]. 


I 


I 


O° R(u, w, u”) 的 1 范 数 估计 已 由 定理 6.2.1 的 证 明 中 给 出 .由 7 = 1,p 二 g 二 2 
时 的 引 理 6.2.5, RNA 


JOSE Mn <C oter(w, ww) Inala” tut, Mee. 
aleve ys 
如 果 ly] < utn, WHF w <n-1 Al s > 3n 十 11 RNA ll + lol +2 < 
wtn+54+v<st+1,. 因此 ， 


[ƏY F(u,u',u")(t, .ra < C(Me)*(1 十 tor? av" +B u(t, | pe < CMe, 
这 就 给 出 了 NSE lle < CMEA HET. Xt Si, i = 2,3,4 可 作 同样 的 估计 ， 
因而 就 有 


f ime nar < C(Me)3(14+t)-%?, O<t<T, |p| <ptn. 


由 定理 3.5.3 如 同 定理 6.2.1 的 证 明 可 得 


XO sup V(t, s)| < Cle + (Me) +, O<¢< 7. (6.2.35) 
lyi<s/2+2 7 


如 果 M > 2C, 若 < 足够 小 , 则 从 (6.2.33) 和 (6.2.35) (6.2.6) 4 M/2 取代 M 时 
RA. 

注 6.2.1 这 个 方法 对 n = 2 情形 不 能 用 ,这 是 由 于 在 (6.2.7) 中 我 们 仅 能 得 到 [74 (t,2)| < 
CMe +t) t, 这 关于 七 是 不 可 积 的 。 ORE Bul AK, 或 至 少 其 2 次 项 仅 依赖 于 
u foul, 这样 的 困难 就 不 存在 ,因为 这 时 它 不 出 现 。 但 还 有 一 个 原因 来 自 于 


t 
(2 + » | (1 +t- s) (1l+s) lds = 2log(1 + t) 
0 
AR. Ozawa, Tsutaya 和 Tsutsumi [49] 等 通过 组 合 Klainerman 和 Shatah 的 方法 


证 明了 相应 的 整体 存在 性 结论 ， 对 于 半 线 性 情形 F(u,u’), Simon, Taflin 证 明了 类 似 
的 结果 . 5 n= 1 时 Moriyama, Tonegawa 和 Tsutsumi [48] 用 类 似 的 方法 对 半 线 性 
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情形 F(u, u) 给 出 了 生命 区 间 的 估计 为 > 4exp(Be-2). Yordanov [67] 给 出 了 一 个 
例子 ul, ui tu = uu, RWS n= 1 H4e RA lh cup, cu, E€ CS((—R, R]), R > 0 
Ho = feug(x)ui(z)dz > 0, 这 样 的 生命 区 间 长 度 < R(exp(2/ce”) — 1), Keel 和 
Tao [29] 也 证 明了 这 样 的 生命 区 间 是 最 优 的 。 

以 上 的 存在 性 定理 是 假设 初 值 是 紧 支 集 或 在 无 穷 远 是 快速 下 降 的 C™% 函数 。 当 
初 值 的 衰减 只 是 等 同 于 H 函数 的 情形 ，Delort [9] 证 明了 当 n = 1 时 其 生命 区 间 > 
ce “|log e| 6; 对 于 高 维 情形 , 如 果 方 程 右 端的 非 线性 函数 是 (2u)? (3ru)?]G (u), Glu) 
是 多 项 式 , 则 Delort 和 方 道 元 [10] 证 明了 其 生命 区 间 > cexp(ce *), 4 n > 3 时 
B=1,4n=2 hf u = 2/3. 

对 于 Klein-Gordon 方程 组 的 整体 存在 性 的 研究 可 参考 Delort, MEME a 
英 [14,65,66] 以 及 Sunagawa [60-62] 等 人 的 工作 . 


§6.3 AU) PMR RATE 


我 们 已 经 看 到 RI 中 的 方程 O = Cu3， 如 果 初 值 在 CO 中 且 充 分 小 ， 则 存在 
整体 解 . 我 们 也 注意 到 , 一 般 Ou = u? 的 解 一 定 在 有 限时 间 内 破裂 . 本 节 的 目的 是 确 
定形 如 Ou = |ul* 的 方程 何 时 对 任意 的 小 初 值 有 整体 解 , 取材 于 Sogge 的 讲义 . 先 介 
44 F. John 等 在 R3 中 当 ;> 1+ V2 时 , 具 CF 小 初 值 的 整体 解 . 然后 , 将 在 下 面 
的 两 节 关 心 对 初 值 的 正则 性 要 求 问题 . 我 们 将 发 现在 非 径 向 情形 , 正则 性 的 假设 依赖 
于 大 于 或 小 于 “ 共 形 ” 指数 = 3. 在 球面 对 称 情形 , 解 的 性 态 改变 于 John 的 指数 
= 1 十 V2. 这 两 个 低 正则 性 的 结果 将 用 解 的 混合 范 数 估计 或 Strichartz 型 不 等 式 得 
到 . 这 些 不 等 式 的 菜 些 对 我 们 研究 R 中 的 所 谓 “临界 波动 方程 Dw + u = 0” 是 
重要 的 .“ 临 界 ” 这 个 术语 在 某 种 意义 上 是 有 些 滥用 的 , 由 于 在 上 面 的 讨论 中 对 (143) 
维 的 半 线 性 波动 方程 来 说 有 三 个 临界 指数 : K = 14+ V2.4 =3 MK = 5, 

我 们 将 研究 形 如 


Ou(t, x) = Flu) 
| u(0, xz) = ef (x), &u(0, z) = eg(z) (6.3.1) 


的 半 线 性 波动 方程 的 解 ， 其 中 我 们 设 f 和 9 是 具有 紧 支 集 的 给 定 函 数 . 对 于 nw > 2, 
RIE Fk € C?, Fx(0) = 及 (0) = 0, 以 及 当 |u| < 1 时 , 有 
|F; (u)| < Olu?; (6.3.2) 
对 于 1 < 上 < 2, 我 们 减弱 这 些 假设 到 Fe € C01, (0) = 0, H% |u| < 1 时 , 有 
[Fn (u)] < Chul) (6.3.3) 


这 一 节 的 主要 结果 如 下 : 
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定理 6.3.1 设 f € C3(R3),g € C2(R3) 有 紧 支 集 , MAF K>14+ V2, 方程 (6.3.1) 
对 足够 小 的 < 存在 唯一 的 整体 经 典 解 。 另 一 方面 ,如果 我 们 令 
T | exp(ce**-D) k=1+ V2, 


K(K—1) (6.3.4) 
Cer? | l<n<1l4+v2, 


则 ,如 果 Ce > 0 充分 小 , HF 2<K< 14+ V2 存在 唯一 的 解 u e Clo, Te) x R3); 
me l<kK <2, wR fe C?(R’) 和 gE CIl(R3) 具有 紧 支 集 , MAAR á (55) 
i u € Cl((0,Te)) x R3. 此 外 ， 如 果 Felu) = ful’, MA 1l<K S14 V2 时 , Pe 
E > 0 小 , 一 般 (6.3.1) 没有 整体 解 ， 且 上 面 给 出 的 生命 区 间 的 估计 是 最 佳 的 

对 <>1+V2 和 A= 2 的 正面 结果 是 由 John 给 出 的 ， 他 也 说 明了 如 果 
K<1+ V2, F(u) = Jul, 则 由 上 面 给 出 的 生命 区 间 是 最 佳 的 . Lindblad 将 这 个 结果 
延 拓 到 了 1 < & < 14 V2, 随后 周 忆 处 理 了 & = 1 十 V2 的 情形 . 在 后 来 的 工作 中 也 
被 说 明 对 于 1 < 上 <2 和 A=1+V2 上 面 的 生命 区 间 的 估计 是 最 佳 的 ， 

对 上 > 1+ V2, # John 的 存在 性 结果 的 证 明 中 使 用 了 一 个 赋予 范 数 


sup(1 + t) + |t — r)? sup lu(t, rw) ||| 22 (6.3.5) 
t>0 wes? 


的 空间 中 的 一 个 选 代 的 讨论 ， 
Lindblad 和 周 忆 延 拓 John 的 结果 时 所 用 的 是 不 同 的 方法 . 然而 , 所 有 这 些 讨论 
都 用 了 (1 -+ 3) 维 中 口 算 子 的 前 向 基本 解 的 正 性 . 
回 到 证 明之 前 , 我 们 先 说 明 一 下 在 其 他 维 数 的 情形 . 记 mn 是 方程 


(nl —(n+1)K-2=0 (6.3.6) 


的 正 根 ， 即 


o n+1l+/(n+1)}+8(n—1) 
Fa = 2(n — 1) ' 


Strauss 猜测 : 如 果 K > kn, 对 (1 十 n) 维 中 具 紧 支 集 的 小 初 值 的 半 线 性 方程 存 
在 整体 解 ， 当 n = 2 时 这 个 整体 存在 性 结果 是 由 Glassey 建立 的 , 用 的 是 类 似 于 John 
在 (1 十 3) 维 情形 的 讨论 . 当 n = 4 时 , sa = 2, 周 忆 证 明了 这 个 猜测 ， 所 用 的 方法 
是 基于 用 Klainernan-Sobolev 不 等 式 证 明 高 维 拟 线 性 整体 解 存在 的 思想 . 在 高 维 情 
形 , 仅 有 部 分 结果 . Sogge 和 Lindblad 在 球面 对 称 的 假设 下 , 说 明了 这 个 猜测 对 任何 
维 数 均 成 立 , 用 的 是 定理 3.6.9. 在 这 个 工作 中 , 也 说 明了 在 没有 球 对 称 的 假设 下 ,如 
Kin <6, 猜测 也 成 立 . 这 个 结果 说 明 : 在 高 维 中 缺乏 比较 定理 时 可 以 用 球面 对 称 性 条 
件 来 作 部 分 取代 , 我 们 知道 随 着 维 数 的 增加 口 的 基本 解 的 奇 性 也 随 之 增加 , 这 给 猜 
测 的 证 明 带 来 困难 . 

由 于 在 (6.3.1) 中 我 们 并 不 假设 球面 对 称 , 我们 将 需要 u 的 径 向 优 函 数 : 


u*(t, |x|) = sup |u(t, |z|w)]. 
wes2 


用 定理 3.6.8 和 波动 方程 的 比较 定理 , 我 们 有 下 面 对 u* 有 用 的 估计 ， 


RAS 具 小 振幅 初 值 的 非 线 性 波动 方程 .227 . 


引 理 6.3.1 设 F € C(RI+3) 满足 当 |r| > t+1 4, F(t,z) = 0, 则 如 果 w 是 在 
t=0 A® Cauchy 初 值 的 Ow = F 的 解 , HTT >101<¢ <3, AINA 


* 2-4 * 3-4 * 
lw* (T, leler) < CU +7) € Fgricsr) + CoD TE" te LT/4T)xRS)- 
(6.3.7) 
对 于 这 样 的 g, 也 有 


lw” (T, lzD) ls) < CoP © NE" lerr) (6.3.8) 


为 简单 ， 在 我 们 所 叙述 的 结果 中 均 是 在 |z| > t 十 1 it F(t,c) = 0 的 假设 下 取得 的 . 
然而 , 在 应 用 时 ,我 们 并 不 假设 (6.3.1) 中 的 初 值 的 支 集 在 单位 球 中 , 如 果 对 |z| > R, 
g(x) = f(x) = 0, 我 们 要 以 当 |z| > t+ RAY, F(t, x) = 0 来 取代 这 个 假设 , 但 通过 标 
尺度 平衡 的 讨论 ，(6.3.7) 和 (6.3.8) 可 拓 延 到 这 种 情形 , 但 其 不 等 式 的 常数 依赖 于 R 
和 q, 这 是 由 于 O(w(Rt, Rr)) = R2F(Rt, Rx). 这样, 应 用 (6.3.7) 和 (6.3.8) 到 这 个 
方程 就 得 对 w(t, z) 的 估计 . 

引 理 6.3.1 的 证 明 如 果 o 是 具 零 初 值 的 口 = F* 的 解 , 则 |w| < 名 ,这 是 由 于 对 
O 前 向 基本 解 的 正 性 . 由 于 O 是 球面 对 称 的 ， 这 也 就 有 w*(T, |e) < ww(T,|x|). 用 
(3.6.68) 和 这 个 佑 计 , 我 们 有 


* 2-4 水 
Je" TaD ca tet za) < CO + 7) Fi 
为 说 明 这 个 估计 当 lz| < (T + 1)/4 时 也 成 立 , 我 们 回顾 
T+r—s 
|x|w(T, x) =12 | f (s, p)pdpds, r = |z]. 
一 7 一 


如 果 7 = |z| < (T4+1)/4,8 < T/4, ÆT > 10, 则 积分 为 零 , 这 是 因为 这 时 |T-r—s| > 
s 十 1, 由 的 支 集 的 性 质 知 对 于 p > s 二 1, FE*(s,p) = 0. 因此 , 由 (3.6.69), 我 们 看 
到 , 如 果 T > 10, 


* ~ 3-9 x 
lw*(T, IM) zadaje PP) < wT, Iz) zadel Pe) <CT a |F |L LiT /4,7] x3) + 


这 和 上 一 个 不 等 式 意味 着 (6.3.7). 
为 证 (6.3.8), 首先 注意 到 应 用 (3.6.69) 可 得 到 


lw" (T, (zl) lag < 8T, zeaen) < CT © E" lee sr). 


由 Huygen’s 的 原理 入 的 支 集 性 质 , 对 于 |z| > 下 十 1 A w(T,r) 为 0. 为 完成 
证 明 , 我 们 仅 需 说 明 上 面 的 不 等 式 在 工 < |z| < 工 十 1 PERS. 对 这 一 点 , 我 们 用 
(3.6.68) 得 到 


人 


2-9 a2 
ozDzarclzl<rrn < CT zs w*(7,|z))\lnacr<ja|<T+1) 


2-4 水 
CT? ||F"\lraricsp) 


IA 


- 228 - 非 线性 波动 方程 


3-9 * 
< CT a ||F"||r11(s,)- 


定理 6.3.1 存在 性 部 分 的 证 明 对 于 s > 2, 我 们 已 知 (f,9) € C3(R3) x C2(R3); 
而 对 于 1 < Kx < 2, (f,g) € CO(R3) x QL(R3), 应 用 RI 中 半 线 性 方程 的 局 部 
存在 性 定理 得 ， 对 任 给 = > 0, 存在 一 个 人 > 0 使 得 如 果 上 > 2, (6.3.1) 有 和 解 
u € C?((0,T.) x R’); 如 果 1 <n < 2 Af uc CHO, T.) x R3), 如 果 我 们 要 得 到 对 
F k> 1 二 V2,T = +00, 而 对 于 1<k<1+ V2, Te 由 (6.3.4) 给 出 , 我 们 就 得 说 
明 : 如 果 s > 0 足够 小 , RER T = 了 ,再 次 应 用 局 部 存在 定理 , 我 们 看 到 : 只 要 说 
明 如 果 e > 0 足够 小 , 则 能 从 


T, < Tefilu € C'\((0,T,) x R°) 推 得 € L”([0,T,) x R3), (6.3.9) 


其 中 [k] 记 Sk 的 最 大 整数 , 1 < < 3. 
对 于 2<k<3 和 1<k<2 的 讨论 稍 有 不 同 , 我 们 先 讨论 前 者 ， 
情形 1: 2<K< 3, 
考虑 (6.3.1) 的 线性 形式 : 


Ouo = 0, 
| uo(0, £) = ef (x), ug (0, £) = <g(z). (6.3.10) 


i f € C3(R3),g € C?(R?) 有 紧 支 集 , 且 当 |r| > RITENA 0. 由 (1 +3) 维 中 的 
强 Huygen’s 原理 ， 


如 果 |z| g [t — R,t +R], uo(t, x) = 0. (6.3.11) 


电线 性 方程 的 衰减 估计 , 如 果 |a| < 2, D°ug(t, x) = O(e/(t 十 1)). 因此 , VEE 
常数 A, 依赖 于 f 和 g, 使 得 


at SO (Du) (tel) ancasy < Ë, (6.3.12) 


la| <2 


其 中 D = 0/dz, 
基于 此 , 我 们 断言 ， 如果 e > 0 足够 小 , T. 如同 (6.3.9), 则 当 T < T 时 , 如果 
O0<t<T, 
==2 Ae 
+t 》 (Du) (t, leler) < E (6.3.13) 
ja|<2 
由 Sobolev 定理 , 对 2 < x < 3, 这 就 得 到 (6.3.9), 
对 于 断言 ， 我 们 可 用 连续 性 方法 证 明 . 由 于 有 (6.3.12) 成 立 , (6.3.13) 对 足够 小 
的 时 间 必 须 成 立 . 我 们 只 要 说 明 形 如 : 


A+A 》 (Du) (t, leler) < Ae, O< t <T, (6.3.14) 
ja] <2 
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的 界 实际 上 意味 着 更 强 的 估计 (6.3.13) 成 立 . 为 此 , 注意 到 由 Sobolev 定理 , (6.3.14) 
意味 着 存在 某 个 固定 的 常数 C, 使 得 在 O<t<T ERE lu(t,2)| < CAhe, 我 们 可 设 
e< 1/(C4), 这 样 我 们 就 能 用 (6.3.2) 导出 在 Sr 上 满足 


JF (u)| < Clu, j < 2. 


再 注意 到 能 写成 u = uot w, 其 中 uo 是 (6.3.10) 的 解 , w EE t= 0 时 满足 具 零 
Cauchy 初 值 的 方程 Ow = Felu) 的 解 . 因此 , 如 果 我 们 记 (6.3.14) WAH A(t), 应 
用 引 理 6.3.1 得 


40 < Ere E RW) lees 


[la| <2 
ea JO MD? FC) Ing rge/anery (6-3-15) 
lal<2 
为 简单 , 这 里 我 们 假设 了 上 > 10, 目的 是 为 了 能 用 (6.3.7); 然而 ,如果 0 < 上 < 10 我 
们 能 用 (6.3.8) 作 类 似 的 讨论 。 
为 了 估计 (6.3.15) 的 右边 , 注意 到 (6.3.2) MIA RAMA 
5 |D“ Fe (u(t, £))| < C 5 |(D*u(t, x)|". 


lal<2 lal<2 


由 于 同 祥 的 不 等 式 对 径 向 优 函 数 也 成 立 ，(6.3.15) 给 出 了 


Ae (0 RIA i a * IK 
F +O 5 (ID hee pecs + +ORND ergg) 
la|<2 


A(t) 


IA 


2 


“ + C sup A" (s) K [ (1 +8) ads)" + a+] 


lA 


«x2 2%—1 


Ae T 
< T + C sup A" (8) J (1+s)"P-Sas)/* 4 (1+ 
0 


s<T 


| (63.16) 


注意 到 


Ak(2 一 A) < 一 1 和 ki — 25 — 1 > 0 4 k > 1+ V2, 


因此 , Mn > 1+ V2, 在 方 括号 中 的 后 一 项 有 与 T 无 关 的 界 . 因此 , 由 (6.3.14) 我 
们 得 到 , 对 某 固定 的 常数 C, 如 果 0<t<T 和 >1+V2， 


A(t) < “ + C(Ae)*. 


如 果 e 足够 小 , 使 得 C(Ae)* < SE, 这 意味 着 (6.3.13) 成 立 . 
为 了 处 理 2< & < 1 十 V2 的 情形 , 我 们 注意 到 (6.3.16) 中 的 最 后 因子 是 


< | C(log(1 + Tz))/*, K=14+ V2, 


A2 二 22 一 ! 


C(1 +T) , 2<K<14+V2. 
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这 样 ,由 (6.3.16) 


log(1 + T.))/*, K=1+ V2, 
Att) E rolar. d Ol g 
4 (+T) Tw, 2<K<14 V2. 


由 此 , WF s= 14+ V2 有 
C(Ae)*} (log(1 + Te))'/* < 1/4, 


RUF 2<Kk<14+V24 


C( Ae) ta + T,) 
则 我 们 也 就 导 得 (6.3.13). 

对 于 如 同 (6.3.4) 的 Te, C > 0 足够 小 , 上 面 两 个 不 等 式 均 满 足 . 这 就 完成 了 对 
2 < & < 3 的 存在 性 结果 的 证 明 . 

情形 2: 1 < < 2. 

由 于 已。 在 这 个 « 的 范围 中 仅 是 C1 的 , 我 们 不 能 像 前 面 情形 直接 控制 4 的 L 
范 数 . 这 里 , 为 了 得 到 (6.3.9), 我 们 需要 应 用 能 基 不 等 式 . 为 方便 , 我 们 先 设 当 |u| > 1 
时 (6.3.3) 也 成 立 . 最 后 , 由 于 我 们 将 可 以 说 明 对 某 个 7 = Y() > 0 [0, Te) x R? 上 
u = O(e7), 我 们 即 可 去 掉 这 个 假设 . 在 这 个 假设 下 , 如 果 0 < Tr < Te 如 同 (6.3.9), 
由 于 (6.3.12) 仍然 成 立 , 我 们 能 重复 (6.3.13) 的 证 明 看 到 : Be > 0,C > 0 小 , 则 如 
果 A 如 同 (6.3.12) 所 取 是 对 于 线性 方程 解 的 界 , WA 


< 1/4, 


5 一 2 a,,\* Ae 
(1+t) 5 (Du) (t, |z)llzsR) < zl St< Ty. (6.3.17) 
lal<1 


如 果 我 们 对 wo 用 这 些 界 以 及 (6.3.8), 我 们 能 用 (6.3.15) 和 (6.3.16) 同样 的 讨论 
BAM O>00<t<T,, 


woe Of * IK 
> (Du) (t, -)llzs-s3) < Ce + Ct 5y (D u)" lEs Lsi 
lal<1 lal<1 
_6_ 
< Ce+ OTe eT 
最 后 的 不 等 式 来 自 (6.3.17). 但 用 Te 的 定义 可 以 看 到 


Krp2—K K-1 («-1) JEL 
ETE " < Cee* e 6 一 2 一 1 | 


因此 , 由 于 SCO) > 一 1 我 们 得 到 若 6 接近 于 0 且 固 定 , UR < 充分 小 , 则 


XO 1 Deu 人 bs sms) < Cse, 0 < t < Ts. (6.3.18) 
lal<1 


因此 , 用 Sobolev 定理 我 们 得 , 对 于 每 个 g E (3, +00), 假设 © 比 某 个 依赖 于 q 的 eq 
小 , 我 们 有 
lult, rss < Cye,0 < t < Ts, (6.3.19) 
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RL. 
我 们 将 在 q = 6 时 用 这 个 不 等 式 . 由 Holder 不 等 式 , 以 及 (6.3.17) 和 (6.3.18), 
我 们 可 得 


》 ||Deult, za < Coee<p<30<t< 人 下 (6.3.20) 


|al<1 


特别 , u(t,-) 和 Vrult, ) 一 致 地 属于 L (R3), 为 完成 证 明 我 们 只 要 说 明 对 某 个 7 > 0, 
对 二 阶 导数 我 们 有 下 面 的 界 


|D*u(t, llzaRa < Ce7,0 < t < Ty, |a| = 2. (6.3.21) 
由 于 假设 0 < 7 < 1, 这 个 不 等 式 与 上 一 个 不 等 式 及 Sobolev 定理 意味 着 [0,T.) x RS 
ou = O(e7), 
为 得 到 (6.3.21), 我 们 用 能 量 不 等 式 可 得 , 当 |a| = 2 时 


1peutt las < Ce+C f Vous ) -wei(s, li2ds. 


用 Holder 不 等 式 可 得 
1Vau(s -ul(s, es < |Veu(s, -)Ilza|lu(s,-)[Ifo',¢ = 6/(4— K). 


HEMEL <6 <2, 8 2<6/(4—«) <3, 这 样 (6.3.19),(6.3.20) 和 Halder 不 等 式 
意味 着 右边 是 O(c") 的 . 因此 , 我 们 得 到 


|D*u(t, )llz2 < Ce + Ce"Te, lal = 2. 


但 如 果 <“ < 2, 就 存在 某 个 Y = y(n) > 0, 使 得 “Te = O(€7) 成 立 , 这 给 出 (6.3.21). 


86.4 ” 半 线 性 波动 方程 的 低 正 则 初 值 解 


在 这 一 节 我 们 将 继续 考虑 RI 中 的 形 如 


Ou = F(u) 
| u(0,-) = f € HY(R3), ju(0,-) = g € HHR?) (6.4.1) 


的 半 线 性 方程 的 Cauchy 问题 . 先 证 明 其 低 正 则 解 的 存在 性 ， 然 后 给 出 一 个 在 球面 对 
称 条 件 下 的 改进 。 
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6.4.1 低 正 则 解 的 存在 性 


由 于 我 们 的 目标 是 低 正则 性 问题 ， 所 以 所 考虑 空间 的 Sobolev 指数 y 总 设 为 比 
3/2 小 . 因此 , 这 样 的 初 值 未 必 有 界 ,为 此 我 们 必须 加 强 对 非 线性 的 限制 . 先 设 对 一 个 
给 定 的 > 2, Fh 满足 


Fe(w) < Clul®, CT F.(u)| < haut (u)| < CR (6.4.2) 

的 Cl 函数 , 其 中 C 是 一 个 绝对 常数 且 不 等 式 对 所 有 u CR 都 成 立 . 这 样 , 对 了 = 0,1 
[FP (u)| < Cu 

在 这 些 假设 下 ,我们 要 找 一 个 依赖 于 « 的 最 小 的 y, 使 得 (6.4.1) 的 弱 解 (u, Ou) E 


C((0,T); HY x A+). 
定理 6.4.1 对 于 绘 定 的 >>2 邻 


7=7(%) = | 2 ma bone 3, (6.4.3) 
则 存在 人 > 0 和 (6.4.1) 的 唯一 的 弱 解 满足 
(u, Qu) € C([0, T); HY x HY Feu € LEL2"-) ((0, T] x R), (6.4.4) 
其 中 s= max{2(« — 1), 2(K — 1)/(K —2)}. 
此 外 ， 如 果 乒 过 3 存在 一 个 s(k) > 0 使 得 : 如 果 
| ll eve) + IlIll- < El), (6.4.5) 


则 我 们 能 取 T = 00, 在 这 种 情形 (6.4.1) 有 满足 (6.4.4) 的 唯一 的 整体 弱 解 。 最 后 , 对 
于 & > 2, 如 果 T, 记 所 有 使 得 满足 (6.4.4) 的 方程 (6.4.1) 的 解 的 存在 时 间 人 > 0 的 
LGR, 则 或 了 二 00 À u g L*-Y((0,T.) x R?) 
注意 到 (6.4.3) 能 重新 写 为 
3 2 1 

y=y7(kK) = max{ 5 -1- zi (6.4.6) 
一 个 简单 的 标尺 度 平衡 讨论 说 明 , 为 要 求 (6.4.1) 具有 适 定性 , 人 们 总 要 有 YY > 8-4. 
为 此 , 回顾 上 一 节 的 结果 我 们 总 能 选取 ge CER?) 使 得 具 初 值 (0,9) 的 Ou = |ul* 
的 解 有 生命 区 间 0 < Ty < 00, 但 welt,z) = e 2(“-Du(t/e,z/e) 满足 同样 的 方程 ， 
而 这 时 的 初 值 是 (0, 9e), 9e = es 2/1 g(z/e). vs 的 生命 区 间 显然 是 Te = ETa. 用 
齐 次 Sobolev HAHN LRAT (Gell gor / gull gaa = st 2 。 这样 , 如 
Hy < 3/2-2/(«—1), 生命 区 间 和 初 值 的 范 数 均 随 < 而 趋 于 0. 由 于 9 是 紧 支 集 的 ， 
这 样 我 们 能 对 初 值 进行 就 范 化 、 伸 缩 、 平 移 得 到 新 的 初 值 ， 对 这 样 的 初 值 就 可 说 明 问 
题 的 解 在 任意 小 带 形 区 域 中 都 没有 局 部 存在 性 . 
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我 们 也 需要 y > 1 1/(k - 1) 的 事实 是 很 难看 到 的 . 讨论 将 借助 于 


E coll _ B?)e/2 
Uap (t, x) = (E — (t Bre 


WE Ques = |uagl* 以 及 当 上 - pri = e 时 破裂 的 事实 。 由 于 uag KMF tM 
zı, Cauchy 初 值 当然 就 没有 紧 支 集 。 然而 ， 人 们 能 截断 |z| > © 处 的 初 值 使 得 其 结果 
解 当 上 = = Ma = OER. 我 们 所 构造 解 的 初 值 有 范 数 O((1 一 62) VD. 
e3/2-2/s-7) 这样, 如 果 y < 1- 1/(K-— 1), 我 们 能 选取 序列 8 7 1A eN 0 使 得 
WER AY x HO) 范 数 和 生命 区 间 趋 于 0. 因此 , 由 上 面 的 理由 , 我 们 得 到 如 果 
y<1-—1/(« — 1) 就 没有 (6.4.1) 的 适 定性 . 更 细致 的 可 以 参考 Lindblad 和 Sogge 
的 文章 ， 

在 前 面 构造 Cauchy 初 值 的 过 程 中 ,我 们 使 用 了 集中 在 高 度 离心 的 集 上 的 函数 ， 
在 下 一 小 节 , 我 们 将 看 到 ， 如 果 我 们 假设 球面 对 称 ， 对 于 假设 4 > 3 的 定理 6.4.1 的 
结论 对 更 大 范围 的 > 1 + V2 仍然 成 立 . 指数 3 是 使 得 在 R 的 Lorentz 变换 下 
方程 的 形式 Ou = Culu 保持 不 变 的 唯一 的 指数 . 这 样 , 在 非 径 向 情形 , 定理 6.4.1 
的 结论 告诉 我 们 在 AY 空间 中 适 定性 ， 取决 于 超 共 形 k > 3 还 是 次 共 形 s <3. 另 一 
方面 ， 如 我 们 刚刚 所 指 , 在 球面 对 称 的 假设 下 ,John 的 指数 < = 1 + V3 扮演 了 这 样 
一 个 方程 的 共 形 指数 的 角色 

定理 6.4.1 的 证 明 将 要 求 对 k < 5 和 A > 5 作 不 同 的 讨论 , 对 A < 5 的 情形 更 
直接 一 些 , 我 们 先 处 理 , 对 “临界 ”和 “次 临界 ”指数 <5 其 结果 将 是 下 面 的 估计 的 
推论 . 

在 这 一 小 节 的 剩余 部 分 我 们 将 利用 上 面 的 不 等 式 证 明 定理 6.4.1, 为 此 我 们 先 讨 
论 存在 性 ,有 旦 从 “临界 ”与 “次 临界 ”开始 . 

对 <5 时 存在 性 的 证 明 

情形 1: 2 < & <3, 

如 同 往常 , S u1 三 0, umm =0,1,2,--- 归纳 地 定义 如 下 


| Uum = HF (Um—1), 


= a/2 = 
(a(a + 1)) ) 人 K—- 1’ 


Um (0, -) = Í, Otrum (0, -) = 9, 


其 中 (f,9) € AY x HY) 如 同 (6.4.1), 则 主要 的 步 又 包括 
引 理 6.4.1 对 于 给 定 的 KE (2,3), A y=- -H 记 


Am(T) = [uml 2 2s y Bin(P) = lum = timal, 


L277 (8 


2 2K ) (6.4.7) 
"Le" (Sr) 


则 存在 一 个 so = colk) > 0 使 得 如 果 A(T) RT? < 29, 对 于 m = 0,1,2.…， 
有 

Am(T) < 240(T), Br (T) < 5Bn(T) (6.4.8) 
证 明 ”我们 要 用 (3.6.30) 和 归纳 法 . 首先 注意 到 如 果 y 如 上 , 有 PS = 2(% 一 1), 则 
2 一 二/(k 一 1). 因此 St = 524), 基于 这 一 点 , 以 及 
Fy (u) =T F,.(v) 


U—vV 


O(tm41 一 Uj41) = Vie (Um; Uj) (Um 一 uj), Ve (u, v) = 
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利用 (3.6.30) 和 Holder 不 等 式 , 我 们 可 得 , 如 果 ‖Ye(ur;a5)llzaztsr) < 1/207, WA 


lum 一 wt 3 6, < Cyll Velum: tj) (um = UNI 6) 


和 人 


l lum- tell 2 (6.4.9) 
二 ~ pi 4. 
204 LL 29 (Sr) 


由 于 |Vi(u, v)| < Chul + WNT, 必 存 在 一 个 so > 0 使 得 , 如 果 
lull ran (gp) < E0, k =m, J, (6.4.10) 


则 (6.4.9) 中 的 条 件 就 能 满足 . 而 由 Holder 不 等 式 , 如 果 


Akl TTD? = A,(T)T=172 < eo, (6.4.11) 


就 有 (6.4.10) 成 立 , 接 下 来 我 们 用 归纳 证 明 Am(T) < 2A0(T). 由 (6.4.8) 的 条 件 这 
意味 着 (6.4.11) 成 立 . 因此 , 设 这 个 估计 当 m 时 成 立 , 我 们 要 说 明 由 它 可 得 到 Am 
的 界 . 为 此 , 在 (6.4.9) 中 选取 j = 一 1, 得 : 


{Am (T)T =~? < £o, Il Ampi < Ao + 1/2Am: 


由 归纳 假设 和 (6.4.8) 中 的 假设 条 件 , 上 面 的 条 件 成 立 . 我 们 就 得 到 了 所 要 求 的 (6.4.8) 
的 第 一 部 分 . 另 一 部 分 只 来 自 于 取 (6.4.9) PA 7 =m—1, 
用 引 理 我 们 容易 得 到 对 2 <r < 3 时 的 存在 性 . 由 (3.6.30) 我 们 首先 注意 到 


A(T) < Cy (fi ems) + lalla- R). 


这 样 我 们 总 能 选取 T 满足 (6.4.8) 的 条 件 。 由 于 Bo(T) = A(T), 得 到 un 在 
L? LZ (Sr) 中 收敛, 因此 在 分 布 意义 下 成 立 . 
为 看 到 Fellum) PIKAT Felu). 只 要 看 到 


| Fk (um+1) — Flum) || 2 z <c2-™ 
LEY 12-7 (Sp) 


“4 


因为 这 就 有 在 LI LE (Sr) 中 (um) 一 Falu). 然而 , 由 于 


[mt 一 (mn 放生 < |[VielUmsi, Um) | 22(s7)|/Um+1- tall 2 Pg, S 


这 是 显然 的 . 这 样 ,我们 已 经 说 明 u 必 是 (6.4.1) 的 一 个 弱 解 满足 (6.4.4) 的 第 二 部 
分 . 如 果 我 们 假设 初 值 属于 C, WARAH F (3.6.30) 和 (6.4.8), 因为 这 样 的 
(tm, tum) 必 是 C(I0, TI; HY x H!) 中 收敛 于 (u, Ou) 的 一 个 Cauchy 序列 . 与 线 
性 情形 一 样 ， 上 面 的 关于 初 值 的 假设 能 通过 (3.6.30) 的 标准 的 逼近 讨论 去 掉 . 这 就 完 
成 了 7 对 2<%< 3 的 定理 6.4.1 的 存在 性 部 分 的 证 明 . 

情形 2: 3<K <5. 

这 里 主要 的 步 又 是 得 到 下 面 的 
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引 理 6.4.2 对 于 给 定 的 KE [3,5], 设 y=3/2 一 2/(k -~ 1), 


Am(T) = rll 2s #5 sy” By(T) = [lum — wm So (6.4.12) 


存在 一 个 so > 0, 使 得 如 果 240(T) < so, HF m= 0,1,2,- , 我 们 有 

Am(T) < 240(T), Basi (T) < 了 Bn(T (6.4.13) 
证 明 我 们 采用 在 引 理 6.4.1 用 过 的 方法 , 但 稍 简单 些 , 因为 (3.6.28) PESETA 
代 的 性 态 好 . 首先 注意 到 : 如 果 用 Holder 不 等 式 及 V, = Ol|um|"~) + Juj!) HH 
实 , 我 们 有 


mri 一 uj+ill 25 < CV (um, uj) (Um 一 us| 2 2 


isp (Sp) 一 LIY LZ? (Sr) 
< Cwm z 2x + jusl T a Mum — ull a ae 
p L2-7 (Sr) Lit? 12-7 (Sp) LIY L277 (Sr) 


这 样 , 如 果 ef IC' < 1/4 BRITE 
Am+i(L) < Ao(T) + 1/2Am(T), 


由 归纳 法 得 (6.4.13) 的 第 一 部 分 . Rj = m 一 1 得 到 另 一 部 分 . 

为 用 这 个 引 理 得 到 这 个 范围 中 的 < 对 (6.4.1) 的 存在 性 , 我 们 首先 注意 到 (3.6.28) 
意味 着 

Holl 25 LŽS (it) < CW Flin + ialla- 

因此 , 如 果 初 值 有 小 范 数 对 所 有 的 了 必 有 2A0(T) < co. 否则 ,由 控制 收敛 定理 这 个 
不 等 式 将 对 某 个 了 > 0 满足 . 因此 ,如 果 我 们 在 第 一 种 情形 令 T = 00 和 第 二 种 情形 
T EAR, 我 们 能 如 前 讨论 得 到 存在 (6.4.1) 的 一 个 弱 解 满足 (6.4.4) 的 第 一 部 分 , 也 
有 


4n(n—1 


2e 2 de(w— 1) 
Ue Lp Li” (Sr) = L 5x—9 Le 天 十 3 (Sr). 
由 Sobolev 定理 , Xt 0 <t <T RNA 


[ult D 8a; gay < CUE Vira) 


8 3(s—1) 
Hu € LOLIT (Sr) = LE Lr ? (Sr). 因此 由 Hölder 不 等 式 我 们 得 到 (6.4.4) 
的 另 一 部 分 
lull 2-0 2 (gy) S < Jull? SEP lull? gay 8 = 2r/(5r — 9). 


(Sr) bp Le (Sr) 


这 就 完成 了 当 3 <k < 5 时 定理 6.4.1 的 存在 性 部 分 的 证 明 . 
k > 5 时 , 存在 性 的 证 明 
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引 理 6.4.3 给 定 乒 >5 令 7=3/2 一 2/g —1) # q=2K-1),4 


Am(T) = ||(-v —Az)! Dumler) + uml] La ts7); (6.4.14) 
Bm(T) = lum 一 Um-1||L4(srnARo)’ (6.4.15) 


其 中 人 Ro = {(t,x) € RY? : |z| < R-t,t>0}, R< co, 则 存在 一 个 so > 0, 使 得 ， 
如 果 Ao(T) < £0, FF m=0,1,2,---, 有 


Am(T) < 240(T), Bann (T) < 1/2Bm(T). (6.4.16) 


这 证 明 不 像 前 面 两 个 引 理 这 样 基本 , 这 要 用 到 所 谓 分 数 次 导数 的 Leibniz 公式 . 这 个 
结果 是 说 如 果 F(u) < Cl 上 且 存在 常数 Co 满足 Cy! < |uF'(u)|/|F(u)| < Co, 则 如 果 
1<g<p,7 < oo 和 0 <o <1, 我们 有 

1 
7 


I(vV 一 Az) F(u)lize < CFV -AD ulr E 三 一 十 二 ， (6.4.17) 


1 
P 
其 中 C 依赖 于 Coo, p,q 和 7( 见 Christ [8]). 

引 理 6.4.3 的 证 明 我 们 要 对 g = 4/3,p = 2 和 r = 4 用 (6.4.17), 具体 地 , 这 个 不 等 式 
与 (3.6.33) 应 用 到 方程 Olum — uo) = Fs(wm) 给 出 


Am+1 < CallFr (wm) 2csr) Am + Ao < Cyllumlliacg,)4m + Ao < CsA%, + Ao- 


这 样 我 们 要 选择 (6.4.16) 中 的 so 足够 小 使 得 C42sef < 1, 然后 用 归纳 得 Amy < 
240, 由 于 我 们 已 经 说 明 (6.4.10) RE, 对 Bm 的 估计 来 自 于 引 理 6.4.1 的 证 明 . 事实 
E, (3.6.24) 和 考虑 到 依赖 区 域 给 出 


Bm+1 (T) < C|| Fk (um) = Fr (Um-i) Ls/s(s5rnARo) < Ceg Br,(T), 


如 果 Ces! < 1/2 就 得 到 所 要 求 的 界 ， 

下 面 我 们 说 明 如 何 从 这 个 引 理 得 到 当 A > 5 时 (6.4.1) 的 存在 性 结果 . 如 前 的 讨 
He, 我 们 总 能 选取 > 0 使 得 (6.4.16) 成 立 . 如 果 初 值 的 范 数 足够 小 我 们 能 取代 = oo。 

注意 到 Wn - 1) > 4, Holder 不 等 式 意味 着 Bo(T) < CRAo(T). 这 样 ， 由 
(6.4.16), Um 在 Lh.(S7) 中 收敛 , 因此 在 D 中 也 收敛, 且 几 乎 处 处 收敛 . 类 似 地 , 用 
Halder 不 等 式 我 们 看 到 有 (um) 在 Lhe 中 收敛 于 及 (四 .因此 尽 是 (6.4.1) 的 一 个 弱 
fi 

为 证 它 满足 (6.4.4), 我 们 首先 注意 到 , 由 Fatou 引 理 


lullestsr) < limainf lem ||za(sp) < 2A0(T) < 00,9 = 2(% — 1). (6.4.18) 


这 就 给 出 了 (6.4.4) 的 第 二 部 分 。 另 外 如 果 出 E€ CH(Sr), 则 也 有 当 m 一 oo 时 ， 
(Um, $) => (u, p) 成 立 ， 因此 ， 由 


| (ms P| < 2Aol|(\/—Ag) 8-7 EY) pars, 
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得 
| 内 | 和 24o|(V 一 As) F/M gs, 
从 而 就 有 (VAr)? Du EL4(S7T). 这 与 (6.4.17),(6.4.18) 一 起 意味 着 


(\/—Az)-7/@-Y F(u) € L4/3 (Sp). 


因此 , 我 们 能 用 定理 3.6.5 得 到 (6.4.4) 的 第 一 部 分 也 成 立 . 

为 完成 定理 6.4.1 唯一 性 的 证 明 , 我 们 将 需要 下 面 的 结果 
定理 6.4.2 设 V € L((0,T] x R3), (f,g) € H7(R°) x HHR), 0 < y < 
1, Cauchy 问题 


Du = Vu, u(0,-) = f,0,u(0,-) =g (6.4.19) 
有 唯一 解 满足 
(u, ju) € C((0, T]; H7(R?) x H7-1(R3)) 和 wu E L? LI” (Sr). 
此 外 , 存在 一 个 常数 Cy ROSET 
lult, -Jlle + laul, All pas 
< zel 人 IV (t, æ) dtdz) (| fly + llalla- ). (6.4.20) 
对 于 1/2 < y < 3/2, wR u € LFR (Sr), (VZD) "2u € L (Sr), 满足 具 初 值 
(f,9) 的 方程 Du = F(u), MRA 
lut, -dlg + [lOew(t, Allg- 
< 2exp (c, 人 Peteaj)Pataz) (flla+ + llalla) 《6.4.21) 


证 明 先 证 (6.4.20). 我 们 要 用 (3.6.23) 到 方程 O(u — uo) = Vu, 其 中 Æ Ou = 0 
在 上 =0 与 公有 同样 初 值 的 解 . 2, < 是 使 得 


| 史上 aksn ) < Ey 
的 最 大 数 , 其 中 ey 在 以 后 给 定 . 特别 地 , 如 果 ey <1/(2Cy), 其 中 Cy 是 (3.6.23) 中 
的 常数 , 则 如 果 u 在 I LE 7 (Sp) 中 有 界 , 我 们 有 


[u= uol 2 og) < < 5llu gy 


lela, is, ) < Plluoll 3 ent STS Ti. (6.4.22) 
这 立即 给 出 了 (6.4.19) sso 因为 如 果 有 两 个 解 wl 和 ua 具有 相同 初 值 , 则 
u = u 一 uz 与 对 应 的 uo = 0 满足 相同 的 方程 . 如 上 存在 性 的 证 明 , 我 们 能 构造 一 个 
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(6.4.19) 的 解 , 使 得 在 L? LE (Sr) 中 是 有 界 的 . 事实 上 ， 这 可 通过 取 如 下 定义 的 
JERE {um}: 

u1 = 0, Um AE (6.4.19) 中 的 初 值 的 方程 Dum = Vum_i 的 解 , Mm =0,1,---, 
的 极限 u 一 liMm—oo Um 得 到 . 

接 下 来 , 如 果 用 (3.6.23) 和 如 同 引 理 6.4.1 的 证 明 中 的 讨论 , 我 们 发 现 


(u — uo)(T, JN + llu — wo (T. All gy- 
CyllV lz20s7) llull B 


2C iV lenlu] 3 


lA 


LIT (Sp) 


IA 


Ly (Sr) 
但 如 果 我 们 再 一 次 应 用 (3.6.23)， 上 式 最 后 的 因子 : 


uoj 2 .2 <C sa F Fy). 
| |e Sse) 4 (MF llige + lglg) 


这 样 , 如 果 2C2e, < 1, 由 能 其 恒等式 
uo(T, ir + Owo(T, Jleg- = UF lay + lal- 
我 们 有 
je 让 + lT, Jl- < 20 F lly + lglg) TS T. (6.4.23) 
因此 ,如果 (6.4.22) 成 立 , 我 们 就 可 得 到 (6.4.20). 如果 T KKE (6.4.22) 不 能 成 


立 , 用 Ti = 工 我 们 能 重复 这 个 讨论 . 对 于 一 个 给 定 的 工 我 们 选取 0 = To < Ti < 
…<7TN<7TN+rl 三 了 ,使 得 


V2 (rete ea]R3) = Ey = 0 No—1, 和 |Vi||L2(ry ,Ty yxR3) < E 


则 
N 


I \V (t,x) |?dtde = 2 IV Tn Tar) > NEF: (6.4.24) 
or :一 0 
重复 讨论 导数 (6.4.23) N 次 得 
lu(T, Alg + OL. Agn- < 27 (WF lags + llgll get), 0 <T < Tw. 


如 果 我 们 用 (6.4.24) 即 可 得 (6.4.20), 其 中 Cy = £7? log 2. 

(6.4.21) 的 证 明 类 似 , 这 里 我 们 用 (3.6.33) 取代 (8.6.23). 
定理 6.4.1 唯一 性 的 证 明 注意 到 如 果 2 <k<3,Y=1 一 1/(x 一 1), 则 2/(1 一 >) = 
2(k 一 1) 和 2/Y = 2(k 一 1)/(k — 2), 因此 (6.4.4) Al (6.4.20) 对 次 共 形 范围 4 <3 给 
出 了 定理 6.4.1 的 唯一 性 部 分 . 如 果 我 们 取 V = 及 (wu 则 显然 定理 6.4.2 意味 着 
如 果 对 任何 K > 2, 对 所 有 0 <T <T, < co, (6.4.4) 成 立 , 则 或 u g D2) (Sp) 或 
u 能 拓 延 到 一 个 更 大 范围 的 解 . 
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这 样 ， 剩 下 来 的 仅 是 对 上 > 3 时 定理 6.4.1 的 唯一 性 .严格 地 说 ， 这 并 不 来 
自 于 前 面 的 定理 ; 然而 这 容易 从 Strichartz 不 等 式 (3.6.24) 得 到 . 事实 上 ， 如 果 u 
和 uo 是 满足 (6.4.4) 的 (6.4.1) 的 两 个 解 ， 则 w = u 一 u 满足 零 初 值 和 V = 
(Falur) — Fx (u2))/(ur — u2) € L? (Sr). 这 样 , 如 果 Aro 如 同 引 理 6.4.3, 如 果 我 们 
用 (3.6.24) 得 


jui 一 ullra Srn ro) C\IV - (ur 一 U2)\I24/3(Sprago) 


IN MA 


CIV lzzcsr) lui ~ ue|lz4(spnaro) . 


由 于 2(5 — 1) > 4, u — uz € L4(Sr N Aro). 因此 我 们 得 到 如 果 工 足够 小 , u 一 
al ratsrnApo) 三 0, 因此 wi = uz Œ STN Aro RE. 重复 有 限 次 我 们 将 说 明 对 任何 
固定 的 T > 0 同样 的 结论 成 立 . 这 就 完成 了 唯一 性 的 证 明 ， 


6.4.2 ”在 球面 对 称 下 改进 的 结果 


这 一 小 节 说 明 ， 由 于 在 球面 对 称 的 假设 下 有 更 好 的 Strichartz 估计 , 我 们 对 形 如 
Dw = Felu) 满足 径 向 初 值 的 问题 有 更 好 的 存在 性 结果 . 特别 地 ， 在 这 种 情形 , John 
的 指数 < = 1+ V2 扮演 了 共 形 指数 < = 3 的 角色 , 至 少 在 极 小 正则 性 的 假设 下 的 存 
在 性 定理 中 起 到 了 这 样 的 作用 . 具体 地 , 用 定理 3.6.9 和 对 Cauchy 问题 的 一 些 相关 
的 估计 我 们 有 
定理 6.4.3 Bli+V2<K1 <3, 固定 Fe 满足 (6.4.2), 设 fg 是 球面 对 称 函 数 ， 杏 在 
一 个 E(k) > 0 使 得 , 如果 


If ll zee) + lIli- < El) y = 3/2 — 2/(« — 1), (6.4.25) 


则 存在 


u = Felu) u(0,-) 三 六 Du(0,)=9 (6.4.26) 


Kk(K—l} 
的 唯一 整体 弱 解 UCL, > LAIRI), 
对 于 2<A<1T+V2, BA elk) > 0 使得: 如果 0<E< elk) 和 


IF Il rR) + lgll gy-1 R3) < £, y = 1/2 — 1/k, (6.4.27) 


则 存在 一 个 唯一 的 解 uE Le Le([0, T.| x R3), Te = < 

在 上 一 节 我 们 指出 过 , 对 于 整体 存在 性 定理 我 们 总 需要 7 > 3/2- 2/(k-— 1). 
即使 对 局 部 存在 性 结果 我 们 也 需要 y > 1/2- 1/s, 为 看 到 这 一 点 , 我 们 注意 到 , 如 果 
g(x) = x(x) /\al?*/", x(x) € CF (RIS), 对 任何 y < 1/2 -1/K,9 € HY 1(R?). 
ATi, 如 果 x > 0 和 x(0) = 1, Cauchy 问题 Ouo = 0, 初 值 为 (0,9) 的 解 是 一 
个 非 负 函数 , 如 果 A 是 RLS 原点 的 一 个 任意 邻 域 , 这 个 解 不 在 LN) 中 。 这 是 由 
于 这 样 的 uo œ ttt 一 |zj|-M*, 由 比较 定理 可 得 , (6.4.26) 在 原点 附近 不 能 有 局 部 弱 
解 . 事实 上 ,如果 存 在 这 样 的 一 个 解 ， 则 我 们 有 u > wo， 因 此 在 RIS? 中 的 原点 附近 
lujt g L. 也 即 Jul 不 能 是 一 个 分 布 , 这样 (6.4.26) 没有 意义 , BS. 
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这 样 ， 即使 对 紧 支 集 初 值 , 条 件 y > max{3/2 — 2/(K 一 1),1/2 —1/K} 在 定理 
中 是 本 质 的 . 有 趣 的 是 , 对 4 > 0,3/2 一 2/(x 一 1)=1/2-1/«<>k=1+vV2. 

为 证 明定 理 , 我 们 先 回顾 定理 3.6.9 的 结论 : 如 果 w BRS RY 中 的 非 
齐 次 方程 Ow = F 的 解 , 其 中 F 是 球面 对 称 的 , 则 


whe ClF l+V2<K<3 6.4.28 
Pe gn E , (6.4.28) 

All 
lwll? reco, 如 xRs) Š CT 二 alae [0,T]xR3) 2 LK <1+ v2. (6.4.29) 


最 后 的 不 等 式 来 自 于 (3.6.74) MO k< 14+ V2,K2 < Fr/(k — 2) 的 事实 . 

定理 6.4.3 的 证 明 我 们 仅 证 明 存在 性 部 分 , 唯一 性 来 自 于 类 似 的 讨论 . 设 1 十 V2 < 
k <3, Bu, =0. um 是 与 (6.4.26) 中 有 相同 初 值 (J, 9) 的 方程 Dum = Fe(um-1) 
的 解 , m = 0, 1 2，… 。 则 我 们 断言 , 如 果 els) > 0 足够 小 ， 


Am = |lUm — Umi) «ci < 2 TCE, O0 <E < E(k). (6.4.30) 
Le Le(Ri+9) 


«(K—1) 
假设 初 值 满足 (6.4.25) 和 Cu 如 (3.6.66). 如 果 这 是 真 的 , 则 un EL," LER i) 
中 必须 收敛 于 (6.4.26) 的 弱 解 . 如 果 m = 0, 由 (3.6. 90) (6.4.30) 成 立 . 这 样 我 们 设 
当 m > 1 时 , 对 n <m BAR, 说 明 如 果 elk) > 0, (6.4.30) 必 成 立 . 在 这 归纳 假 
ETF, 注意 到 我 们 必 有 


uml] s- < 2CkE N< M. (6.4.31) 
m LS Lyi?) K 


为 利用 这 一 点 , 用 Holder 不 等 式 和 事实 
Fig(Um—1) 一 有 本 (um-a) 王 Own 十 un) ([tem—1 — Um—2l), 
我 们 首先 可 利用 (6.4.28) 得 到 存在 常数 Cj, j = 1,2 依赖 于 s, 使 得 
Am < Cil|Fk(um-1) — Fklum-2)l|| s- 


LP" LAR) 


< Collum- lI eet) + en —2ll te» )- Am-1 (6.4.32) 
L, 5 Ls(R1+3) L, 7" Lg(Ri**) 
< 2C(2CpE) Tl Am1. 


由 (6.4.32) 和 归纳 假设 , 我 们 看 到 如 果 2C2(2Cke(R))*-! < 1/2, (6.4.30) 必 成 立 , 这 
完成 了 当 1 V2 < < 3 时 的 定理 6.4.3 的 证 明 . 

为 证 男 一 半 , 设 2 < «< 1+ V2, 令 Bm = |lUm — umiles? iggorr ME 
们 断言 , 如 果 el) > 0 足够 小 , 如 果 Ci 如 (3.6.67), I 


14+2n—K2 


Bm < Cele ~ 2™O<e< E(k). (6.4.33) 


第 六 章 有 具 小 振幅 初 值 的 非 线性 波动 方程 -241- 


如 前 , 这 意味 着 um 收敛 于 方程 的 弱 解 . 

由 (3.6.67) 我 们 得 到 (6.4.33) 当 m = 0 时 必须 成 立 , 因此 , 让 我 们 假设 当 m > 1 
时 对 n < m 成 立 , 说 明 如 果 < 足够 小 (6.4.33) 成 立 . 然而 , 如 果 用 (6.4.29) 和 如 上 的 
讨论 , 我 们 得 到 存在 绝对 常数 B 使 得 
Bm < B(2C eT 人 Bn = BO2Cg) Se = Bint. 


由 于 A> 1, 如 果 e > 0 足够 小 , 由 归纳 假设 得 (6.4.33). 


第 七 章 Aik ie WB 4 RD 
方程 的 整体 解 


这 一 章 我 们 讨论 没有 小 振幅 限制 的 非 线性 波动 方程 解 的 整体 存在 性 问题 . 与 小 振 
幅 问题 相对 应 , 这 时 非 线性 函数 在 无 穷 远 处 的 性 态 是 重要 的 . 我 们 将 着 重 讨论 一 些 特殊 
的 模型 方程 ， 以 便 读者 能 看 到 所 给 方程 的 整体 存在 性 对 非 线 性 函数 以 及 初 值 的 要 求 或 
联系 . 我 们 首先 通过 单 参 数 半 群 表示 及 不 动 点 理论 讨论 非 线性 函数 满足 一 致 Lipschitz 
条 件 的 情形 ,然后 在 第 二 节 讨 论 在 慢 于 指数 型 增长 性 要 求 下 的 有 限 能 其 弱 解 ,在 第 三 
节 讨 论 有 宕 函数 增长 限制 的 情形 . 最 后 ,我 们 将 在 第 四 节 用 高 低频 分 解 的 方法 讨论 非 
线性 波动 方程 的 低 正 则 整体 弱 解 . 


87.1 & Lipschitz 非 线 性 的 波动 方程 


我 们 考虑 如 下 标准 的 模型 方程 
u + f(u) =0, (7.1.1) 
u(0,7) = uo, &u(0, £) = uy, 


其 中 了 = F'€ C'R), uo, ui 充分 光滑 . 
定理 7.1.1 设 fe COR ), (ugo, U1) € Hle x 
在 唯一 解 满足 Ou € COL? (R x R”). 

证 明 对 于 任意 的 20 = (to, to) 我 们 只 要 在 光 锥 K = K (z2) = {2 = (t,2)| lz 一 zol < 
to 一 t,t > 0} 上 构造 解 u. 不 失 一 般 性 我 们 可 以 设 zo = 0. 记 D(t) Æ% K E tuit 
刻 的 截断 . 令 X = fu € COL2(K),du € CPL? (K), (u, ðu)h-0 = (u0, u1)}, 定义 
L:X xX 如下: 


L2 (R°), 则 Cauchy 问题 (7.1.1) # 


L(u)(t) = u (t) j- [ wu-ses f(u(s))ds 


其 中 的 W(t) = Fo (sin |€lt/|€]), BI a = L(u) 满足 


it flu) =0, (ŭ, &ð)l=0 = (uo, u). 


由 能 基 估 计 我 们 有 


SoC = Lelie) < MW leoo 
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A 


< onlu- vlz2 cai) 
t r 

(Foo. f latu — v)Iln2~Duy ds 
0 

[六 co 加 la — vll rz) 


IA 


I 人 


关于 t 积分 得 
IOE) — L(v)) Ire Lar) < [foo too — vler) 


因此 , 对 于 0 < t < [flo 区 定义 了 一 个 X 上 的 压缩 映照 . 由 于 X 是 完备 的 , 由 
不 动 点 定理 存在 唯一 的 u € X, 这 样 的 解 © CHK), 

注意 到 to 的 选取 可 以 与 初 值 无 关 。 所以， 我 们 可 以 用 可 数 多 个 高 度 为 如 HOME 
覆盖 [0, to/2] x R”, 立刻 就 有 满足 (uo, u1) € Hj, x L7.(R") 的 (7.1.1) 的 解 u € 
COL? ([0,to/2] x R”). 不 断 重 复 前 面 的 讨论 , 我们 能 以 固定 的 跨度 to > 0 将 这 样 的 
u 延 拓 到 无 穷 时 间 区 间 ， 

在 方程 两 边关 于 空间 变量 微分 , 用 类 似 的 讨论 我 们 立刻 就 有 
推论 7.1.1 对 于 Cauchy 问题 (7.1.1), 如 果 初 值 (uo, u1) € H2 


loc X Hj.,.(R”), 则 解 u 
取 值 于 HE, LAER MLR K, 我 们 有 8u < CLK). 


7.2 ” 半 线 性 波动 方程 的 有 限 能 量 弱 解 


本 节 讨论 Cauchy 问题 (7.1.1) 中 方程 的 右 端 项 f(w) 有 如 下 性 质 的 情形 ， 其 原 
函数 F(u) = fo f(r)dr 满足 


F(u) > —Clul’, (7.2.1) 
VAR |u| 一 oo 时 
|F (u) 
Fol 7 © (7.2.2) 


条 件 (7.2.1) 保证 了 方程 是 焦 散 型 的 ; 而 (7.2.2) 说 的 是 在 无 限 远 处 非 线性 函数 f(u) 
的 强度 要 低 于 指数 函数 . 

定理 7.2.1 设 (7.1.1) 中 方程 的 非 线 性 项 满足 (7.2.1), (7.2.2), 则 对 于 任何 (uo, ui) € 
H! x L?(R"), F(uo) € LHR”), Cauchy 问题 (7.1.1) 有 一 个 整体 弱 解 u 满足 
du € LO(R; L?(R”)) L F(u) € L®(R; L1(R")), 此 外 , 对 所 有 的 t 都 有 E(u(t)) < 
E(u(0)) < co, 

SE 7.2.1 条 件 (7.2.1) 和 (7.2.2) 可 由 


uf(u) > 0 (7.2.3) 


来 取代 . 这 个 条 件 能 保证 Flu) > 0, 但 允许 有 任意 快 的 增长 性 . 这 个 问题 的 唯一 性 至 
今 沿 未 解决 。 
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在 此 我 们 仅 对 于 f(u) = ful? he 的 模型 方程 (7.1.1) 情形 给 出 证 明 ,一 般 情形 可 
见 [58]. 对 于 这 样 使 得 方程 有 正定 能 量 的 非 线性 方程 整体 弱 解 的 证 明 主要 基于 能 量 不 
ER, 此 时 我 们 设 1< r < 00, (uo, ui) € HL, x L2 (R?) 满足 uo € DNS), 我 们 要 证 
明 所 给 问题 存在 整体 弱 解 we HER x R"), 对 于 所 有 的 zo,t > 0 满足 能 基 不 等 式 


lul? wb 和 
( 2 + K+1 


Blut); D(ts20)) = f 


) dz < E(u(0); D(0; 20)), 
D(t,z0) 


这 里 的 D(t: zo) 是 K (zo) 在 二 时 刻 的 空 向 截断 .对 于 这 种 纯 指 数 非 线性 函数 显然 满 
20 <uf(u) < CF(u). 为 利用 定理 7.1.1, 我 们 选取 fe € CO! 使 得 当天 一 co 时 
fe > 了 局 部 一 致 地 成 立 . 如 可 取 felu) = umin{k*-?, jul?) 

然后 以 这 样 的 Je 为 右 端的 方程 (7.2.1) 的 解 ws TEAR PPS, 易 知 wk 的 
能 量 是 守恒 的 且 当 上 天 一 co 时 


2 
Ba) = S (POL + atu) ) de = E0) > Bo 


这 样 , 我 们 可 以 假设 序列 {ux} 24 k — 00 Bt Guz 一 Ou E LO (R; L*(R")) 5 * Ke 
M; uk 一 u, fe(ue) 一 f(u) 几乎 处 处 收敛 . 由 L? 范 数 的 下 半 连 续 性 , 以 及 Fatou 定 
H, 对 于 几乎 所 有 的 t 有 


E(u(t)) < lim gnf Ex(up(t)) < Eo. 
特别 地 , F(u) € LL.(R x R”), 因而 f(u) € Ll.(R x R”). 
注意 到 0 < Ur fe (ur) < CF, (ur) 在 L™(R; L(R")) 中 一 致 有 界 。 我 们 就 有 
felur) 在 LOL 中 一 致 有 界 . 这 样 felur) 在 LOL 中 弱 * 收敛 . 所 以 


0 = Dup + f (uk) > Ou + f(u) 


ED PRL. 
如 果 我 们 对 非 线性 增长 加 以 适当 的 限制 , 即 可 获得 次 临界 情形 的 有 限 能 量 弱 解 的 
唯一 性 , 可 参见 Ginibre-Velo 的 文章 [18]. 
定理 7.2.2 设 方程 (7.1.1) 的 右 端 f(u) < C1 满足 (7.2.1) 和 对 某 个 常数 C > 0 满 
足 不 等 式 
IF) < CA + Jul"), (7.2.4) 


其 中 4 
l1<«r<1+ 3; 如 果 n= 1,2, W1 < k < co. (7.2.5) 


则 定理 7.2.1 的 弱 解 是 唯一 的 且 4 E CR A!) 满足 能 量 等 式 E(u(t)) = E(u(0)). 
满足 条 件 (7.2.5) 的 模型 情形 ，f(w) = lutu, 显然 满足 定理 7.2.2 的 条 件 ， 因 而 
有 唯一 性 . 如 果 用 能 量 方法 我 们 不 难 证 明 当 1 < < < 1 十 二 5 时 模型 方程 解 的 唯一 
性 . 但 要 取得 更 好 的 定理 7.2.2 的 结论 需 用 Strichartz 估计 .下面 的 正则 性 结论 是 由 
Brenner [4] 给 出 的 。 
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定理 7.2.3 R /满足 定理 72.2 的 条 件 , 如 果 初 值 在 H? xH! 中 , auc C(R; A’), 

目前 已 经 知道 当 n < 9 时 , 对 于 满足 (7.2.1), (7.2.4) 和 (7.2.5) W f ecm, R 
C 初 值 的 方程 (7.1.1) 有 C 解 . 在 高 维 情形 解 的 高 正则 性 的 困难 是 flu) 的 高 阶 
导数 ,因为 在 的 导数 中 自然 地 带 来 了 高 指数 . 超 临界 情形 的 整体 光滑 解 至 今 仍 是 最 
重要 的 公开 问题 . 我 们 对 以 上 定理 的 结论 不 给 出 证 明 , 在 下 一 节 中 我 们 将 限制 在 三 个 
空间 维 数 的 模型 方程 对 于 临界 与 次 临界 情形 探讨 其 经 典 解 的 整体 适 定性 问题 . 


87.3 ”Ri 中 半 线 性 波动 方程 的 经 典 整 体 解 


我 们 将 讨论 RY iy CMR NT Ou + lulu = 0, 其 守恒 的 能 其 是 


[Gloup + Huas. 
依据 “动能 ”项 能 否 控制 非 线性 势能 项 可 将 方程 分 成 两 类 : Ba < 5 和 % > 5. 我 们 
将 研究 包含 次 临界 k < 5 和 临界 s= 5 的 情形 ， 对 超 临 界 % > 5 的 情形 知道 的 并 不 
多 . 使 用 混合 范 数 估计 (3.6.26) 的 特殊 情形 , 我 们 将 说 明 如 果 Cauchy 初 值 是 充分 光 
滑 的 , 上 面 的 方程 在 次 临界 和 临界 情形 均 有 经 典 整 体 解 ， 以 至 于 有 适 定 的 有 限 能 量 解 . 
由 于 这 时 标尺 度 平衡 起 作用 , 这些 混合 范 数 估计 与 能 量 恒 等 式 对 次 临界 情形 都 是 需要 
的 . 对 临界 情形 , 我 们 将 需要 基于 Morawetz-Pohozaev 人 恒等式 的 局 部 能 量 讨论 . 

一 般 说 来 ,对 于 次 临界 的 方程 , 高 频 呈 现 的 是 几乎 线性 的 性 态 , 留 下 仅仅 是 低频 
展现 真正 的 非 线性 性 态 , 这 使 得 局 部 和 整体 理论 相对 直接 可 得 ,局 部 理论 通常 可 由 标 
准 的 扰动 理论 得 到 ， 而 整体 存在 性 往往 来 自 于 守恒 律 . 对 于 临界 方程 ,在 线性 和 非 线 
性 部 分 之 间 存 在 着 一 种 脆弱 的 平衡 . 尽管 非 线性 部 分 在 某 种 意义 下 ， 当 能 量 是 有 限时 
能 通过 一 个 常数 因子 被 线性 部 分 来 控制 ,但 不 难 相信 不 论 在 高 频 还 是 低频 ， 短 时 间 还 
是 长 时 间 均 能 展现 非 线 性 性 态 . 这 对 局 部 和 整体 的 理论 研究 带 来 新 的 困难 . 其 中 的 多 
数 原因 是 由 于 临界 的 特征 , 往往 会 要 求 我 们 在 标尺 度 平衡 的 空间 里 工作 ， 这 会 限制 我 
们 的 工具 . 例如 , 我 们 不 能 有 效 地 关于 时 间 使 用 Holder 不 等 式 来 获得 一 个 依赖 于 时 间 
长 度 的 量 , 这 样 局 部 理论 的 存在 时 间 将 依赖 于 初 值 本 身 的 一 个 剖面 , 而 不 只 是 其 范 数 ， 
正 因为 如 此 ， 仅 由 能 量 守恒 将 局 部 适 定 性 转化 成 整体 适 定性 是 不 够 的 . 解 的 能 量 能 在 
有 限时 间 集 中 于 一 点 , 这 能 导致 局 部 解 的 不 存在 性 . 研究 临界 方程 , 标尺 度 变 换 不 变 的 
特征 总 是 要 在 解 中 得 到 体现 ,在 研究 这 类 问题 的 关键 是 要 弄 清 解 的 高 频 分 基 和 低频 分 
量 之 间 的 干扰 . 目前 已 发 展 了 不 少 方法 , 如 双 线 性 Strichartz 估计 、 单 调 性 公式 、 几 乎 
THES. 在 应 用 这 些 工 具 时 ， 对 于 大 能 量 解 所 带 来 的 较 大 的 困难 是 在 不 同 的 频率 范 
围 均 将 有 可 观 的 能 量 , 这 会 导致 不 同 标尺 之 间 的 干扰 非常 复杂 . 然而 , Bourgain 的 能 
量 归纳 法 ,允许 我 们 将 注意 力 集中 在 “ 极 小 能 基 破 裂解 “。 与 椭圆 情形 的 基态 解 相 似 ， 
我 们 可 将 这 样 的 解 转 化 成 局 部 化 的 空间 和 频率 的 范围 内 来 讨论 , 使 得 上 面 的 工具 的 应 
用 更 为 容易 . 

对 于 我 们 所 考虑 的 临界 波动 方程 的 大 初 值 问题 , 由 于 没有 初始 能 量 的 小 性 条 件 和 
解 的 LP 的 衰减 性 , 一般 说 来 , 用 LO 模 来 判别 破裂 性 比较 适用 于 经 上 典 解 情形 , 它 是 
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一 种 全 空间 整体 的 判别 , 并 不 适合 于 低 正则 情形 . 为 此 , 我 们 将 发 展 一 种 适用 于 临界 情 
形 的 解 的 破裂 性 判别 准则 . 在 临界 情形 我 们 往往 需要 某 种 基于 标尺 度 不 变 的 扰动 理论 
(如 基于 Strichartz 佑 计 ) 和 有 限 传播 速度 的 性 质 来 得 到 某 种 估计 (如 Li Lpg < 00), 
使 得 解 在 时 空 忆 部 化 情形 下 有 适当 的 小 性 , 或 说 明 能 量 不 集中 。 这 样 ,我 们 就 可 以 利 
用 扰动 理论 将 解 延 拓 . 在 此 我 们 虽然 讨论 的 是 经 典 解 , 但 可 延 拓 至 有 限 能 量 解 . 


7.3.1 主要 结果 
我 们 考虑 
Du = —o« (u), 
| u(0, £) = f(x) € C3(R3), Oiu(0, £) = g(x) € C2(R3). (7.3.1) 


为 简单 , 我们 仅 考 虚实 解 ,将 假设 初始 函数 是 实 值 的 . 

我 们 已 知 如 果 如 € C?7(R), $n(0) = 0, 且 初 值 有 紧 支 集 , 则 (7.3.1) 有 一 个 局 部 
C? 解 . 

由 第 五 章 所 介绍 的 F. John 的 破裂 解 的 结果 知 , 我 们 如 果 想 要 保证 (7.3.1) 总 有 
一 个 整体 解 ， 就 需要 附加 一 些 条 件 到 非 线 性 项 上 , 第 一 个 条 件 是 bx 和 其 一 阶 导 数 在 
无 穷 远 处 的 增长 性 限制 , 这 种 限制 通常 是 用 短 函 数 来 刻画 的 . 即 对 于 s > 1, 成 立 


(Br) + lug (wu) < C + ful)". (7.3.2) 


如 前 面 我 们 看 到 的 , 这 个 条 件 是 不 够 的 ， 由 于 如 果 设 olu) = jul", (7.3.1) 的 
解 能 破裂 , 为 排除 这 种 情形 我 们 要 在 os 的 原 函 数 的 符号 上 加 一 个 条 件 . 具体 地 ,如 果 


ss(u) = f ‘gelT)dn, 


则 我 们 将 假设 
Di(u) > 0, (7.3.3) 


且 此 外 还 设 
jul*t? < Coll + &,(u)). (7.3.4) 


对 临界 情形 , 我 们 还 将 要 附加 一 个 假设 , 即 , 对 于 & = 5, 当 |w| 适当 大 以 后 有 
ug, (u) — 4®,(u) > 0. (7.3.5) 
这 个 条 件 对 oO, =u? 的 模型 显然 满足 , 但 在 次 临界 情形 不 需 此 条 件 , 注意 到 如 果 
dx = |ul* tu, 则 (7.3.5) 成 立 当 且 仅 当 % > 3( 超 共 形 ). 
不 难看 到 (7.3.2) 意味 着 (7.3.4) 的 逆 不 等 式 本 质 上 是 成 立 的 , 即 


Plu) < CA + lu) tt. (7.3.6) 
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这 样 , Hu Æ [0,T] x R3 中 具 紧 支 集 初 值 的 方程 (7.3.1) 的 C? fe, 则 与 之 相关 
的 能 基 
Blut) = | Gouto + aw) (7.3.7) 
R3 


在 时 间 区 间 O<t<T LEM. 注意 到 能 其 包括 两 项 , 一 项 是 线性 自由 能 量 , 可 理解 
为 动能 ， 另 一 项 是 非 线 性 势能 Delu) 为 保证 非 线性 势能 可 由 “动能 ”控制 , 注意 到 在 
R3 中 的 Sobolev 嵌入 是 说 梯度 在 L 中 的 函数 仅 当 g < 6 时 在 Lio 中 , 由 (7.3.6) 和 
(7.3.7), 我 们 需要 k < 5. 这 样 , Bk(w) 的 性 态 像 jut 且 要 求 x 二 1<6, 即 «<5. 
至 于 称 k = 5 是 临界 情形 是 由 于 “十 1 = 6 是 Sobolev RAMSAR, 或 关于 能 量 
空间 是 临界 的 , 因而 1 < <5 自然 是 次 临界 情形 ， 

下 面 的 结果 是 我 们 的 主要 定理 . 
定理 7.3.1 设 1 < Kk <5, by 是 满足 (7.3.2)-(7.3.4), Le k= 5 当 ful 大 时 
(7.3.5) BR. 则 (7.3.1) 总 有 一 个 整体 解 UEC CORY). 此 外 ， 如 果 我 们 再 假设 gu 
和 Cauchy 初 值 是 Ceo 的 , ml ue CRY), 

定理 的 次 临界 部 分 是 由 Jörgens [23] 在 1961 年 证 明 的 .临界 情形 k = 5 是 由 
Grillakis [20] 在 30 年 以 后 解决 的 . 他 的 工作 来 自 于 早 些 时 候 Rauch [50] 对 小 能 量 初 
值 和 Struwe [59] 处 理 球 面 对 称 情形 的 方法 . 
注 7.3.1 上 面 的 方程 包括 模型 方程 Du = u, 在 上 一 章 我 们 看 到 ， 如 果 我 们 考虑 聚 
焦 型 方程 Du = 妇 ， 则 我 们 已 经 知道 即使 对 光滑 紧 支 集 初 值 也 会 破裂 .如果 允许 初 值 
RAR, 我 们 有 如 下 例子 : 


u(t, £) = (3/4) (1 = 7, 


在 [0,1) x R? 中 解 Du = už, 48% t71 MB. 

定理 中 关于 C” 解 的 结论 可 以 用 局 部 存在 性 定理 从 弱 一 些 的 C? 解 得 到 , 因此 我 
们 仅 需 证 明 第 一 部 分 . 

在 接 下 来 的 证 明 整 体 存在 性 结论 中 , 我 们 仅 需 考虑 紧 支 集 初 值 情形 ,这样 能 简化 
我 们 下 面 对 能 量 的 讨论 . 为 看 到 这 一 点 , 我 们 可 用 简单 的 逼近 来 讨论 . 具体 的 说 , 固定 
x € C9 (R3) 使 得 当 |z] < 1 时 , x =1, 令 fkR=Xx(z/R)f(z),9R = x(2/R)g(x). 如 
果 我 们 假设 定理 7.3.1 对 紧 支 集 初 值 成 立 , HS ur 是 (7.3.1) U (fr gr) 为 初 值 的 
一 个 解 , 我 们 断言 , 当 RR 一 co 时 , ur 在 CRY) 中 收敛 于 (7.3.1) 以 (J,9) IE 
的 解 . 为 此 , 对 于 to € R4, 用 


人 \t0,0 = {(t, x) :0<t< to, |z| <to— t} 


记过 (to,0) 的 后 向 光 锥 ， 则 由 唯一 性 定理 ， 如 果 Ri, Ro > to, HF ur, 和 和 ur, 
在 Atuontf(0o,z) : x € R3} 中 有 相同 的 Cauchy 初 值 (f,9), 在 Ato, 中 我 们 必 有 
UR, = UR, BOL. BR, 由 于 RYE = Utio>oAto,0; ur BRAF (7.3.1) 的 一 个 解 ， 

当 我 们 在 研究 临界 情形 时 ， 我 们 需要 像 (3.6.26) 那样 的 Pecher 不 等 式 . 具体 地 
说 , 如 果 ve Ct 是 


Dv(t,7) = F(t,7x), (t,2) € RY, 
v(0, x) = f (2), Qiu(0,7) 一 g(x), 
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的 一 个 ( 弱 ) 解 ， 则 我 们 要 求 满足 不 等 式 
ellzszsztsr) < CVO, Aller + Ellers) (7.3.8) 
其 中 Sp = [0,T] x R3,T > 0， 


oe. (lve, -Jlle < C([]Ov(0, -Jz + Fi L2087)): (7.3.9) 


第 二 个 不 等 式 来 自 于 波动 方程 的 能 量 不 等 式 , 这 是 由 于 Sobolev 定理 意味 着 左边 
可 由 supo<t<7 |j2vo(t : 川 za 来 控制 . 不等式 (7.3.8) 是 (3.6.26) 的 直接 推论 ， 

由 局 部 存在 性 定理 , 如 果 忆 是 具 紧 支 集 初 值 的 Cauchy 问题 (7.3.1) 在 [0, 7,)x R 
的 一 个 C? 解 ， 则 或 u 可 以 延 拓 到 一 个 更 大 的 带 形 区 域 的 C 解 ， 或 破裂 ， 即 w 
L®([0, T4) x R3). 下 面 的 命题 说 明 即 使 (7.3.4) 不 满足 , 我 们 也 能 用 (7.3.8) 的 混合 范 
数 来 取代 L” 范 数 . 
命题 7.3.1 Bl <K<5,d, E€ C? BX (7.3.2), 则 如 果 E03,g E02 是 给 定 的 具 
有 紧 支 集 的 函数 ,存在 一 个 全 > 0, 使 得 (7.3.1) 有 一 个 解 u € C?((0,T] x R3). 此 外 ， 
如 果 T, 是 所 有 这 样 时 间 的 上 确 界 ， 则 或 Ti = 十 co Ku g LILLO, T) x R3). 
证 明 定理 的 第 一 部 分 来 自 于 局 部 存在 性 定理 . 为 证 第 二 部 分 , 设 0 <T, < co 是 
(0, Tx) x R? 中 满足 

u € LiL}? ([0, T.) x R3) (7.3.10) 


BI (7.3.1) 的 C? 解 , 我 们 必须 说 明 u 可 以 延 拓 到 闭 带 形 区 域 [0, Ta] x R? 上 的 一 个 
C” 解 , 从 而 导致 矛盾 . 我 们 的 任务 是 等 价 于 说 明 (7.3.10) 意味 着 


u € L™([0,T.) x R3). (7.3.11) 


假设 u € C?([0,T,) x R?) 是 (7.3.1) 满足 当 jz| > R 时 为 0 的 初始 条 件 的 解 . 其 中 
H O< R< oo 可 足够 大 . 由 唯一 性 定理 , 4 |z| > R+t ht u(t,c) = 0. 因此 , 如 果 
0< to <s < T, BE (7.3.2) 意味 着 


laS (Gr (li rza sxe) < C+ Clllul aulos lel = 0,1, (7.3.12) 


其 中 常数 能 取 成 依赖 于 RR,T 和 (7.3.2) 中 的 常数 , 但 不 依赖 于 to 和 s, 
通过 应 用 由 t 一 to 取代 上 的 不 等 式 (7.3.9), 我 们 可 得 


sup >> logult, )l|recms) 


to StSs la [<1 
< cf: + 5 (2 (zu) (to, zaz(Ra) + Mul" azul r 2t >) a 
Ja|<1 
< Clto) +C >》 llu auli 22 (0,5) xm8)> 


la}<1 


这 里 的 C(to) 与 s 无 关 且 有 限 , 这 是 由 于 ulto,c) € C? 且 对 大 的 |z| WO. 
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为 了 处 理 最 后 一 项 , 我 们 注意 到 由 假设 (7.3.10) 可 知 , 当 加 7 T, Ht [lull c4712({40,8]xR3) 
WIT 0. 希望 能 将 这 一 项 分 解 成 我 们 所 需 的 相关 因子 ,首先 考虑 «= 5,， 则 我 们 能 应 
用 Holder 不 等 式 看 到 在 (7.3.13) 中 的 最 后 一 项 是 
< C sup >》 |gult, -llzer llul lle 23 ¢to,s)<R3) 


<t< 
to<t<s laj<1 


IA 


C sup lult, Alze lulli . 
a lOcult, Jizel | zzaz(tto ,axRa) 


因此 , 对 to 充分 接近 于 7 ,我 们 得 到 在 〈7.3.13) 中 的 最 后 一 项 是 比 左边 的 一 半 
小 , 这 样 


如 果 我 们 令 s 7 Ts, 得 


sup XO |\u(t,-)Ihz0¢@2) < 00. (7.3.15) 


to<t<T. lal<1 


显然 , 由 Sobolev 定理 , 这 意味 着 (7.3.11). 这 样 , 就 得 到 了 当 s = 5 时 的 临界 情 
形 . 

次 临界 的 情形 的 处 理 类 似 的 . 如 果 用 上 面 的 Holder 不 等 式 我 们 看 到 , 对 于 1 < 
k <5, (7.3.13) 中 的 最 后 一 项 必 是 

Ce 五 一 ] 
< C Sap dX 3z u(t, Deseo lulk- 13062) (00 sry 

注意 到 名 一 1 <4 和 3(k 一 1) < 12. 因此 , 如 果 我 们 回顾 的 支 集 性 质 , 我 们 就 

能 再 次 用 Holder 不 等 式 得 到 存在 一 个 常数 Car., 使 得 最 后 的 因子 是 


k—1 
< CRT, lulla 722 (t9,5}xR2)" 


由 于 > 1, 这 一 项 当 加 过 到 时 也 趋 于 0. 因此 我 们 能 重复 应 用 在 临界 情形 的 讨论 看 
到 如 果 to 充分 接近 Te, (7.3.14) 必然 成 立 。 由 于 这 意味 着 (7.3.15), 因此 对 这 个 范围 
的 K, (7.3.11) ER. 

有 了 这 个 命题 , 在 证 定理 7.3.1 时 , 我 们 可 以 假设 如 上 , 且 只 要 说 明 (7.3.10) 成 
立 。 当然 , 我 们 要 用 LLL- 估计 (7.3.8). 在 证 明 中 我 们 需要 看 到 定义 在 (7.3.7) 中 的 
能 量 是 守恒 的 ， 具 体 的 处 理 将 放 在 下 一 小 节 . 那里 我 们 将 看 到 为 完成 次 临界 情形 的 证 
明 , 这 两 个 工具 都 是 需要 的 . 然而 在 临界 情形 的 讨论 更 为 细致 , 我 们 将 在 第 三 小 节 中 处 
M, 对 于 这 种 情形 我 们 将 还 需要 基于 Morawetz 恒等式 的 局 部 能 量 估计 。 


7.3.2 能 量 估计 和 次 临界 情形 


在 下 一 步 的 整体 存在 性 定理 的 证 明 中 将 看 到 由 (7.3.7) 定义 的 能 量 是 守恒 的 . 更 
具体 地 , 我 们 有 下 面 的 命题 : 
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命题 7.3.2 设 ok 如 同 定理 7.3.1, 也 设 0 <T, < o0,u € C2((0,T,) x R?) 是 以 当 
|z| > 尽 时 取 零 值 的 初始 条 件 的 Cauchy 问题 (7.3.1) 的 解 , 则 


1 
E(u;t) = J (Sou, ol + &,(u(t,x)))\dz = E(u;0),0<t< Ty. (7.3.16) 
R3 
此 外 ,对 如 上 所 给 的 初始 条 件 , 存在 一 个 常数 CORT, 使 得 
f (lOult, r)? + ult, r) dr < Crr,,0<t< T. (7.3.17) 
R3 


证 明 EZ. 如 果 |z| > t+ R ult, x) = 0, 则 由 于 (7.3.4) 成 立 , (7.3.16) 意味 着 
(7.3.17). 再 注意 到 , 由 对 初始 条 件 的 假设 , 有 


Eo) = f 5 SEP + EP) + Blf (2))as < o, 


(7.3.16) 的 证 明 只 是 第 三 章 关 于 能 量 讨 论 的 一 个 简单 的 变形 . 事实 上 , 如 果 我 们 用 Oru 
乘 方程 Du + oxlu) = 0 两 边 , 则 可 得 


0 = Gu(Ou + 6 (u)) = divi zelu), (7.3.18) 
其 中 的 
elu) = (F|dul? 二 mo, -auvaa， (7.3.19) 
如 果 我 们 固定 0 < t< T, 则 在 [0,t] x R? H uc’ HARKS. 因此 积分 (7.3.18) 
得 到 
0 = f f div, zelu)dzdr 
0 JRS 


| | Go 2 + Blu))drd 
R3 Jo OT 2 u nu ree 


上 人 (Slow oF + Bk (u(t,2))) dz 一 上 人 (iesoajp + @, (u(0,2))) dz, 


这 给 出 (7.3.16). 

我 们 几乎 已 经 完成 了 对 次 临界 情形 的 整体 存在 性 的 证 明 . 为 完成 证 明 , 首先 我 们 
必须 证 明 下 面 的 简单 的 引 理 , 这 也 能 用 来 处 理 临 界 情形 . 
引 理 7.3.1 设 0< Co <~w,0<y(s) € C([a,b)), 满足 y(a) = 0 和 对 某 o > 0 满足 


y(s) < Co 十 sy(5)7， 


则 如 果 E< 20077, 有 
y(s) < 2Co, 8 € fa, b). 
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证 明 显然 , {s € [a,b)ly(s) < 2Co} 是 非 空 的 闭 集 。 为 说 明 这 是 一 个 开 集 ， 从 而 
结论 成 立 ， 我们 设 y(s) < 2(1 + 9)Co, 其 中 的 6 > 0 充分 小 ,我 们 就 可 从 条 件 得 到 
y(s) < 2Co, 结合 连续 性 我 们 即 知 这 是 开 集 , 则 引 理 得 证 . 

次 临界 证 明 的 结束 我 们 不 妨 假 设 (7.3.1) 中 的 Cauchy 初 值 对 |z| > RR 时 为 0. 于 是 
我 们 需要 说 明 如 果 0 <T, < co, Hue C*((0,T,) x R3), W 


u € L3L}*((0,7,) x RÌ). (7.3.20) 


0< to <s <T H (7.3.8), (7.3.12) 以 及 能 量 的 守恒 性 ,我 们 可 以 找到 一 
只 依赖 于 AR BAC, 使 得 


lulado sr < CA + |lðulto, Allez) + iel” lizzato sx) 
< C(1+ (2E(u;0))/?) + Cilu" llt: 12 {49,5} xR2)(7-3-21) 


为 处 理 最 后 一 项 , 注意 到 


5-K kKk-—l 1 7—k K-I1 
1 = 一 ` 
4 + 4 ,和 12 + 12 


因此 , 如 果 我 们 将 [ul 写成 lutu, 由 Holder 不 等 式 得 


(A < 并 一 】 
Waller ritos < llu ull stm pe ty, xk?) -Illul | att rqu, xR’) 
= [u Ul sts xs) u aa s|x xR3)" (7.3.22) 


注意 到 当 |z| > t+ Rit ult, x)= 0, 由 Holder FÆR, 74 < K+1,1<K <5, 
以 及 (7.3.17) 我 们 得 


5 一 < 
(Te — to) = sup | 他 


llul] poe 12 < 7 3 
LË- LTR ([to,s]xR3) to<t<s L7—« (R3) 
< CIT, — to) T (T, + R= sup lulle 
to<t< 
< CCRT (Ts 一 to) a. (7.3.23) 


设 5 
e(to) = CCRT, (Tr — to) €, 
其 中 C 如 同 (7.3.21), 则 (7.3.21)-(7.3.23) 给 出 
lel e422 osr) < CO + (2E(u;0))"?) + eto) llall EE piego sry (7.3.24) 


由 于 上 < 5, UR to WT. Be > 0, AM, 引 理 7.3.1 意味 着 , 如 果 如 充分 接近 于 
Tx, 则 


llelle4.212({¢0,5)xR2) < 2C(1 + (2E(u;0))”), to < s < Ts, (7.3.25) 


由 于 在 (0, to] x R? 中 , u 是 有 界 的 且 具 有 紧 支 集 ， 这 就 给 出 了 (7.3.20). 
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7.3.3 ”衰减 引 理 和 临界 情形 


设 4 如同 命题 7.3.2, 为 证 临界 情形 的 局 部 存在 性 我 们 需要 能 量 等 式 的 一 个 局 部 
方式 . 固定 ro ERË, MX O< to <s <T, A >o, S 
A(6;to, s) = {(t, x) :to 和 ti< s, |z — zo| < ê +T, — t} (7.3.26) 
是 过 (T, + 6,20) 的 后 向 光 锥 的 一 部 分 , 则 在 较 大 底部 的 有 界 球 
Diy = {(t,2) € Alô; to, 8) : t = to} 
HE AY Be BE SE Te | TES A FR ER 
D, = {(t, £) € A(6;to, 8) :t = 8} 
HARE et, 加 上 穿 过 边界 的 其 余部 分 
ME = {(t,£) € A(6, to, 8) :to < t < s, |£ —29| = 8 +T, — t} 


的 能 基 流 . 更 具体 地 , 令 


E(u; Di) = | (1/2|du(t, x)|? + 6, (u(t, £)jdz, 0 < t< Ty, (7.3.27) 
Di 
Flux(u; MÈ) = f (e(u), Ddo, 0 < to < $ < Ty. (7.3.28) 
ME 


FL e(u) 如 同 (7.3.19), 7 ME 上 给 定点 的 外 法 向 , do 记 在 这 个 集 上 的 Lebesgue 
WE. 则 我 们 断言 , 对 于 0 < to < s< Ta, 有 


E(u; Diy) = E(u; Ds) + Flux(u; Mf). (7.3.29) 


这 个 公式 的 证 明 类 似 于 对 (7.3.16) 的 证 明 , 先 在 人 (6; to, s) 上 积分 divi ze(u), 然 
后 用 一 个 散 度 定理 得 到 (7.3.29) 

下 面 的 事情 是 要 说 明 我 们 的 假设 Plu) > 0 意味 着 能 量 流 量 是 非 负 的 . 事实 上 ， 
我 们 注意 到 M8 是 形 如 (ô+ T, — |z|, zo 一) HWE ô +T, — |x| € [to,s] 的 点 组 成 
的 . 在 这 样 的 一 点 , 外 法 向 是 (1, 至)/V2, 这 样 


”|z| 


Valeu), a) = 3lOu + Pnu) = Buy Vet 
= TZ — Veul* + ®,(u) > 0. (7.3.30) 


由 于 Flux > 0, 从 (7.3.29) 我 们 知道 圭一 E(u; Di) 是 [0, 7.) EB — AEN R 
数 . 由 于 我 们 关于 初 值 的 假设 , 有 E(u; Di) < E(u;t) = E(u;0) < co, 因此 (7.3.29) 
中 的 前 两 项 必 趋 于 一 个 公共 的 极限 . 这 就 给 出 了 一 个 重要 的 事实 ， 


t 一 T.8t, Flux(u; MZ") — 0. 
用 E(u, Di) 的 单调 性 , 我 们 能 修改 命题 7.3.2 的 证 明 得 到 下 述 结果 ， 
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命题 7.3.3 GK = 5, 假设 u E CUO, T.) x RI) 是 以 当 |z| > RA O 的 初 值 之 
(7.3.1) 的 解 ， 国定 zo €R, 设 


f (Ajdu(to,2)|2 + Blu(to, 2))dr < e, (7.3.31) 
|z—zo|<T, —to 2 


则 存在 一 个 仅 依赖 于 Ta, R f E(u;0) 4 69 > 0, FO<e <q d<t<T, 对 于 
6>0,T, 一 如 充分 小 有 
u € LEDI2(A(6;to T,)). (7.3.32) 


我 们 仅 需 对 接近 于 OT H 如 作出 证 明 , 一 旦 我 们 说 明 (7.3.32) 成 立 , 对 于 同样 的 
ô, 注意 到 u € C?([0, T.) x R3) B24 |z| 大 时 为 0, 我 们 能 用 0 来 取代 to. 

证 明 设 Co 是 (7.3.4) 中 的 常数 , 第 一 步 是 看 如 果 (7.3.31) 对 一 个 给 定 = > OR 
X, (7.3.31) 和 我 们 对 Bs 关于 下 界 的 假设 (7.3.4), 假如 6 > 0 以 及 T, 一 to 均 充 分 小 ， 
这 就 意味 着 


sup f lult, £)| dz < 2Cge. (7.3.33) 
|z 一 zo| 和 6 二 一 上 


to<t<Th 
为 看 到 这 一 点 , 我 们 首先 注意 到 , 如果 我 们 用 一 个 大 区 域 |z 一 zo| < ó+ T 一 如 上 的 
积分 来 取代 (7.3.31) 中 的 积分 ， 则 如 果 6 足够 小 ， 所 得 的 结果 一 定 比 3e/2 小 .由 于 
E(u; Di) 是 的 一 个 非 增 函 数 , 我 们 也 必 有 


1 E 
sup / (<ldu(t,x)|? + But z)dr < E. 
tost<Tx .|z 一 zol<oTT 一 上 2 2 


最 后 , 如 果 Co 是 (7.3.4) 中 的 常数 , E 如 <t< Ty, 则 


f |u(t, zjlsdz 
|z 一 zol 和 6 十 一 上 , 


4 
< = Cold +T, ~ to)? + co | (u(t, x) )dx 
3 |x—20|<d-+T.—t 


4 
< 本 Co( +T, — to)? + = Coe, 


这 样 ， 如 果 6 和 to 选 成 使 得 4r(5 + T, — to)?/3 < €/2, (7.3.33) 必然 成 立 。 用 
(7.3.33) 我 们 能 修改 命题 7.3.1 的 证 明 得 到 : 如 果 = 足够 小 (7.3.32) 必须 成 立 , 对 于 
v=u,F = —¢,(u), 我 们 将 要 用 (7.3.8). WR to <s < T, 以 及 左边 的 范 数 仅 取 在 
人 (6;to,5) E, 则 由 Huygen’s 原理 , 包含 F 的 范 数 仅 需要 取 在 同样 的 集 上 . 这 样 , 由 
总 能 量 的 守恒 ,我 们 得 


ull ra raisto < CllOu(to,-)Iz2qesy + Clon lle rz.) 
< C(2E(u;0))'/? + Clos) Ile racacssto,s)) (7-3-34) 


如 果 我 们 用 (7.3.2) 的 一 个 变形 及 Holder 不 等 式 , 可 得 存在 一 个 常数 C1 仅 依 赖 
于 Th 和 REG 


Ilo (wr 22 (a(6ito,)) < Cy + Cilllul wl acneto,s)) 


N ( s: 
i 
1 ine f Uo 
í it i if 7 t 
Soy t af ‘(i ' - a a upa ial -i D imal 
ma 2E oO t 
ji I ! 1 l mf af kE, 
piri r x DaI AE G ify ae | I i 
Ki > Ji o ME yey) oia Paji 
E i ai 
i741, J 
为 证 实 这 一 点 , ET A Ee fy HE P Le (00.35) BUR AD pe 人 


(7.3.31) 总 成 立 . 因此 , 对 于 每 个 固定 的 .ro © R, 一 定 存 在 一 个 6 > 0 使 得 (7.3.32) 
成 立 。 正 如 我 们 指出 过 的 ， 由 下 utar) 在 [0,to] x R 上 有 界 ，(7.3.32) 能 加 强 到 
u E€ LAL (A(6;0,T.)). u(t.x) 在 [0,T.) x R 的 一 个 相对 紧 支 集 外 为 0， 我 们 能 用 
有 限 多 个 这 些 集 人 (6;0, T.) 覆盖 它 的 支 集 . 因此 , u € LIL? ((0,T.) x R3), 由 命题 
7.3.1, 这 意味 着 能 延 拓 到 一 个 整体 C? HR. 

显然 , 如 果 u 能 延 拓 到 [0,T.] x R? 上 的 一 个 C? 函数 , (7.3.35) 一 定 成 立 . 这 样 ， 
我 们 已 经 把 说 明 这 样 一 个 延 拓 总 存在 转化 到 证 明 有 关 能 基 不 集中 的 更 弱 的 叙述 . 下 一 
步 我 们 再 讲 问题 转化 为 仅 要 说 明 来 自 于 非 线 性 势 函 数 部 分 的 能 量 不 能 集中 . 
命题 7.3.4 &K=—5, ukt, Ieg 


IZT, 


lim / © lult, x))dz = 0, (7.3.36) 
r= ro< T-t 


(7.3.35) LAŽ. 
证 明 我们 必须 说 明 动 能 不 能 集中 , 如果 用 Pelu) 的 下 界 (7.3.4) , 我 们 看 到 (7.3.36) 


等 价 于 l 
lim J ju(t, a) |°da = 0. 
t/T. jv-xro|<T.-t 

命题 7.3.3 的 证 明说 明 这 意味 着 , 对 于 过 (了, 20) 的 后 向 锥 ， 我 们 有 


u € LELI(A(O;O0,T,)). (7.3.37) 


令 0 to <s < T, RAAH (7.3.9) 到 方程 Oðu = -ol (u)ðu, 如 同 命题 7.3.3 
的 讨论 给 出 


sup yi [Oult, r)| dz)! = |u| L Ls (A(0;t0,)) 
to<t<s J|r—ax0|<T.-t 
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2 pout ay Is 123 epn 
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因此 ， | 
lim ~|Ou(t, z) dz = 0. 
t/T+ J\a—29|<T.—t 2 


这 正 是 我 们 所 要 求 的 . 
为 完成 整体 存在 性 定理 的 证 明 , 剩 下 的 只 是 说 明 (7.3.36) 成 立 . 为 此 我 们 将 假设 


u € C?({-T,,0) x R?) 


Æ Out ulu) = 0 Æ t= -T, BARR Cauchy 初 值 的 解 . 定理 7.3.1 的 证 明 中 的 


最 后 一 步 将 是 证 明 我 们 一 定 有 
lim ®,(u)dz = 0. (7.3.38) 
£70 S{x:\x|<\tl} 


这 里 为 简化 记号 , RAE (7.3.36) 中 (Ti, 20) 变换 为 原点 . 为 此 , 我 们 需要 Morawetz 
恒等式 (1.3.17), 即 


3 3 
Lal lu Ou)(u + D> ZuBuu) — 2;L(u, du)| = 4, (u) — ud, (u) 
j=l K=0 


diviz(t@ + OQuu, -tP) = 4B (u) — ud, (u), (7.3.39) 


其 中 
Q =1/20u + klu) +t taur: Vou, 
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P = (1/2|0,u)? — 1/2)V pul? — ©, (u))a/t + (tlu + du + tr Vru) Veu. 


由 于 我 们 已 经 改变 了 记号 , 简化 了 对 证 明 所 需要 的 恒等式 , 我 们 就 得 修改 在 局 部 
能 其 讨论 中 用 过 的 定义 , WRT. < 了 < 5S < 0, 我 们 现在 令 


Dr = {(T,2) : |e] < -T}, 


A(T, S) = {(t,2):T <t < S, |z] < —t}. 
和 
MŠ = {(t.2):T <t < S,|z| = —t}. 


这 样 , A(T, S) 是 过 原点 的 后 向 光 维 与 [T, S] x R 交 , 其 边界 能 分 成 三 个 部 分 Dr, Ds 
和 Mz, 
如 果 我 们 积分 (7.3.39), 应 用 散 度 定理 得 


‘se + UOu)dz 一 /oo + udpu)dx + = I (tQ + udu + z- P)do 


- J f (4, (u) — up (u))dtdz. 
A(T,S) 


用 命题 7.3.2 和 Holder 不 等 式 发 现 当 S 一 0 时 , 第 一 项 趋 于 0. 这 样 , 取 极 限 得 到 
I+II = TJ (4@,,(u) — ud, (u))dtdz, 
A(T,0) 
其 中 I= — fp, (TQ + udju)da, I= a Jug (tQ + udu + z- P)do. 
由 假设 (7.3.5), 即 当 juj 比 一 个 固定 常数 大 时 , ulu) — 4, (u) > 0, 我 们 得 到 
I+II < CT4. (7.3.40) 
为 利用 这 个 不 等 式 ， 我 们 需要 得 到 对 工 和 II 的 下 界 , 记 住 了 中 包含 了 我 们 想 控制 的 


项 ， 
让 我 们 先 处 理 五, 注意 到 在 M9 上 , t = -lel 我 们 就 有 


2 
IT = 三 | [—IzllOl? + 20,ux -Vru (2 Vat) uZ ‘Viru + uðrujdo 
v2 MÌ. Ed |z| 
1 £- Voru 2 £- Vru 
-1 — — Ou)ldo. 
Z m iz] Oyu)” + ul iz] dyu)\do 


如 果 我 们 用 y 一 (-lyl.y).lyl < IT| 来 对 M? 参数 化 , W dc = V2dy. + 
v(y) = u(-lyl.y), FATA y- y = Vau _ ĝu, 
因此 


o ly Vul? pve 
I = Jian |y] t 四 idy 


Ret LAMOMOEA RATA AM — BT 


为 计算 最 


, Veta 2 ， g2 ye WV 
— f lu: Ver ol aay J È atay, 
/ysIT lyl Jaci) [yl ly| 


后 一 项 , 注意 到 如 果 用 极 坐 标 , y=rw, MM vy: i = v0,v = 1/20,(v7). H 


此 , 由 分 部 积分 ， 


VW 1 Ts 
J vt VY ay = i/ d,(v? (rw) )r7drdo (w) 
wisiri ly 2 Js? Jo 


与 早期 的 么 


为 处 理 I, 


1 ， . /I 
= 7. PUTT Paot) | f v? (rw)rdrdo(w) 
2 Jg? s2 Jo 
1 : od 
= >| wao- f pe. 
2 Japr wisini la 


\ 式 组 合 , 代 回 原来 的 坐标 得 


Lf yt 
V2 MD. | 


我 们 首先 注意 到 在 它 的 定义 中 的 积分 是 


1 
Il = Vu — Ou + — ~ Pde 十 二 f udo. (7.3.41) 
i 2 Japr 


1 : 
TQ + uu = T(3 lôu}? +6,(u)) + Qulu +r- Vru), 


Ou + z- Yzu)| < -T$ (0u)? + 5\Veu+ 2 aan | 


12 -Tj è „lujdz 一 下 /Glve -3 二 |Vzu + uf? )dr 
|z| 
h 1 u2 
= ri f, (ujar + T f uy Vauda +5 | = ds). 
Dr |= 2 Ip, |z| 


如 前 用 分 部 积分 , 我 们 发 现 


因此 


x 1 u? —u? 
u—s - Vzudzr + | zdr = 1/2 | 一 -de. 
h. jz? * 2 Jpr |e? apr T 


1 
I> |T| ®,(ujdz 一 二 u’do. 
2 
Dr OD 


如 果 我 们 组 合 这 与 (7.3.40) 和 (7.3.41)， 可 得 


IT | 


Dr 


2 
Pi(u)dr < CT’ +5 一 天 |- 一 Di + iz] Vru + ial do (7.3.42) 
Mo T 
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的 和 421 ea OMS Sm TL 
fi _ ， _ bye 
| Vb CPi eB Basta AE = (Elasta: Areal 
PRAWNS CULAR EE g do GE hax VEY) eT BREA HE (7.3.36) 
， 上 é 
1 ” 非 线 性 波动 方程 的 低 正则 解 
A 全 
| .1 ut ERE [2.5). =; 
LIG 
i Oey = Un. Uae) = H 
Ry a IRS, MPR Ys € geih ii PIED E To po e 
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和 
(Diuo2, Duiajlzz < NI € [0, s]. (7.4.9) 
先 考 虑 正则 初 值 问题 
v = —v3, te R,z eR, 
7.4.10 
| v(0, x) = U0,1 vi (0, z) = Uli ( ) 
我 们 知道 其 解 满 足 
t 
u(t) = W'(tyuo + W (tjui — f W(t — ESA. 
0 
从 vlz, t) 所 满足 的 守恒 律 (7.4.3), 以 及 (7.4.8) GMT t > 0 成立 
(Ov, Vv) (2 + lella ~ N (7.4.11) 
对 于 0 € (0,1) 
io AT 0.2/8 6/2 
Doyo avon = (f DAR nat) 
AT 
< Cyn +c f lv’ l|z2dt 
0 
< CoN + Collullis rs 
< CoNI + CoAT joli rrLs. 
由 Sobolev 嵌入 定理 知 lollzse < Cllull ya SN’. 这 样 要 使 
ID= v]] ,2/0 270-6) < CoN' 十 C ATN? 9) < CNIS, (7.4.12) 
AT‘? 
我 们 取 
AT ~ N-20 3)， (7.4.13) 
4 y(t) = u(t) — v(t), 接 下 来 考虑 y 满足 的 初 值 问题 
y = —(y +v) +v, tEeR weR’, 
7.4.14 
| y(0, £) = uo,2 Y(0, £) = U1,2. ) 


其 积分 形式 


yt) = Wives + Wla f W(t — F(t dt 


< W'(t)uo2 + W (tjua + z(t), 


Ep F = y? + 3yo + 3yv?. 


REE Kv RR OE AE :261 . 


fH (7.4.9), 对 任何 1 < 8,0 € [0,1) 


IA 


AT 
[D= yl zorza coN + o f ID F(adt (7.4.15) 
z 0. 
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co NUE + COllF ll es-2n. 


AM EAT lE (4/7, 8] 估计 F, 注意 到 yu = (y3) y, REREH y? 和 
2 
yv”. 
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ly lzi gfe 全 lyre ps2 (7.4.16) 


I] A(1—l)/l 7i— l 
< (AT u E an DET 


LYALLY OI-D LÆ L2 * 
和 对 于 /> 4/7 
2 2 
3llu Ulla 186-20 < cAT lollig rellyl pce Le/3-20 (7.4.17) 
2 l 
< cAT IW} al Dy 
因此 , 定义 
Hol = ID'yl rsa + Mell pave pa7a-o, LE [1/2 1, (7.4.18) 


取 (7.4.15) 中 的 0 =1,0, 综合 (7.4.15)-(7.4.17), 可 得 对 于 1 € [4/7, s) 有 
llul < oN + (AT) I yl? + ATN? hyll). 
因此 ,由 (7.4.13) 我 们 有 对 于 l> 4/7, 
yl < coN. (7.4.19) 
XF l€ [1/2,4/7), 
lyll < col? + (ATY Sy ,sly + ATN? lull), 
组 合 (7.4.19) 得 : 如 果 s > 2/3, 则 对 于 7 € [1/2, s] 
ylll < coN. (7.4.20) 


对 于 y 的 低 阶 估计 ,如果 s > 2/3, 我 们 可 得 
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yl rs < coN 十 cl 天 的 (7.4.21) 
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这 意味 着 对 于 s > 2/3, AT ~ N-20-s)， 


yl Lr2 < eN. (7.4.22) 
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